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(..) las ideas estdn en una relacién con las épocas muy parecida a la que sufren las
plantas en los climas. Una época viene a ser un clima intelectual, el predominio de
ciertos principios atmosféricos que favorecen o agostan determinadas cosechas.

(..) La historia de las geometrias no euclidianas muestra en un caso concreto
como las ideas hacen a veces durante siglos y siglos su camino subterrdneo,

esperando la hora propicia en que la atmésfera las solicita y las halaga.

José Ortega y Gasset
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Prologo

Escribir un libro es una tarea apasionante que implica una gran responsabilidad, mucho esfuerzoy
un desafio enorme. Més aun si el libro trata de tematicas poco abordadas en la bibliografia actual y
de fundamental importancia en la formacién y el desarrollo del pensamiento critico y la capacidad
de analisis de los estudiantes, y sobre todo si estos se estan formando como docentes.

El conocimiento y la comprensioén de teorias que dan fundamento a las disciplinas —en el caso que
nos ocupa especificamente a la Matematica, y mas precisamente a uno de sus campos de estudio
particular como lo es la Geometria— son de fundamental importancia para desarrollar en el estu-
diante la capacidad reflexiva, el espiritu critico y el pensamiento légico-deductivo, porque solo si
este ejercicio se da durante el proceso de su formacién como docente podra luego profundizarlo,
internalizarlo y aplicarlo en su practica profesional.

Entender los desarrollos tedricos que posibilitaron grandes avances en el proceso de construccioén
del imponente edificio que representa la Matematica no es una tarea sencilla y, en consecuencia,
su abordaje requiere una importante dosis de audacia, de voluntad, de ganas y de conocimientos
s6lidos para plasmarlos en un obra escrita que, sin perder el rigor y la precisién puramente mate-
matica, la haga interesante y rica para el lector.

Pocas veces en la historia el docente ha debido enfrentar tantos cambios como los acontecidos en
las ultimas décadas, muchos de ellos sociales y culturales. Entre ellos podrian mencionarse los
requerimientos de la sociedad en relacién con una formacién cada vez mas extensa, producto del
proceso de aceleracion en la producciéon de saberes. Esto hace que debamos proveer de formas de
pensar, de razonar y de construir conocimiento, a partir de estructuras cuyo estudio y analisis abran
un abanico de posibilidades que tengan la capacidad de sorprender, de lograr que el estudiante
tenga la necesidad de imaginar otras estructuras diferentes a las convencionales en el marco de
la cuales transcurre su vida, y a partir de las cuales podra pensar y crear otras, las que, sin lugar a
dudas, constituiran una herramienta poderosa en su accionar profesional futuro.

Este desafio, en el mas amplio sentido de la palabra, ha sido encarado exitosamente por el profesor
José Poli en la presente obra, con un exquisito rigor cientifico y una precision conceptual adecuada,
acompanada de representaciones graficas que ayudan de manera determinante a comprender el
contenido. Hace con ella un recorrido interesante y atractivo en el desarrollo de las geometrias no
euclidianas, que son el verdadero sustento para comprender e interpretar la geometria euclidiana,
en el marco de la cual transcurre nuestra vida cotidiana.

La obra adquiere una importancia relevante por varios motivos: practicamente no existen textos
actuales —solo unos pocos que datan de muchos afos atras—, que aborden esta tematica especifica
de manera tan clara y precisa. Cabe destacar ademas, que se trata de la experiencia acumulada de
muchos afnos ensenando estos temas a futuros profesores de Matematica en el histérico y prestigio-
so Instituto Nacional Superior del Profesorado de Parana y, mas recientemente, en la Facultad de
Ciencia y Tecnologia de la Universidad Auténoma de Entre Rios, cuya editorial publica este libro.

Un estudio como este, acerca de la evolucion de la geometria, contribuye a mostrar que la historia
de la Matematica puede ser una fuente inagotable de la que el profesor bebera en forma perma-
nente para garantizar una mejor ensefanza y lograr un mejor aprendizaje de los alumnos. Ade-
més, posibilita la adquisicién de nuevas y atractivas perspectivas acerca de la naturaleza altamente
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abstracta de la matematica, mediante las que se han logrado importantes desarrollos teéricos y
aplicaciones practicas que han contribuido de manera determinante en el avance cientifico-tecno-
légico de la sociedad actual.

Los estudiantes que tomen contacto con el libro descubriran un campo importante de conocimien-
tos que les permitird adentrarse en la historia de la Matematica, pero también les hara sentir la
necesidad de iniciarse en la investigacion acerca de estos temas. En tanto que a los profesores de
Matematica y a los lectores interesados, la obra les ofrece la posibilidad de descubrir, en algunos
casos, y de incrementar y profundizar en otros, el conocimiento sobre estos asuntos.

Lic. Marino Schneeberger

(1]



Agradecimientos

Publicar un libro, especialmente si es el primero, es la materializacién de un suefo. Agradezco por
esto a Dios por disponer todo para que “sea”. A la Editorial Uader; a Florencia Walz, su directora, a Se-
bastian Galizzi y Alfredo Molina, editor y disefiador, por el acompanamiento profesional y humano.

A mis maestros y autores de todos los tiempos, por ensefiarme conocimientos e ideales.

A Ricardo Claucich por motivarme en 1987 a ensefiar matematica, por ser mi docente de los temas
del libro y por ver mi original, antes de que yo pensara en publicarlo; a Marino Schneeberger por
sugerirme publicarlo en Editorial Uader y por su prélogo, y a ambos por su cordial y desinteresa-
do apoyo. A Teresita Ingui y Juan Canavelli, por ensefiarme matematica; a Alberto Abud y Maria
Candioti, por ensenarme filosofia; a Alfredo Pautasso y Estela Paradelo, por transmitirme el amor
por el idioma e inspirarme el gozo de escribir. A mis docentes del secundario y del profesorado por
su ciencia y humanidad. A los colegas que me animaron, en particular Rosa Blason, Patricia Villa-
monte, Stella Vaira y Edit Rougier. A mis alumnos y ex alumnos por ejercer su funcion y obligarme
a estudiar mas; entre ellos a Jonathan Angeloni, Mariana Cottonaro, Lucila Dandeu, Melina Flesler
y Gimena Reisenauer, todos ya profesores, por ayudarme a revisar algunos capitulos.

A la Facultad de Ciencia y Tecnologia y al Instituto Nacional de Ensefanza Superior, ya no exis-
tente, por brindarme un ambito para explicar estos maravillosos temas que aqui intenté plasmar.
También al extinguido Instituto Nacional Superior del Profesorado de Parana, por formarme como

profesor y del que guardo un sentido recuerdo.

Dedico este libro a mi familia, a mis amigos y a Ricardo Claucich.

[12]



Consideraciones preliminares

Por esas cosas de los caminos que cada uno recorre por gracia de Dios, me hallo desde 1998, con
breves interrupciones, ensenando geometria a futuros profesores de matematica.! Desde aquel ano
hasta hoy, la experiencia y el estudio han hecho lo suyo y, con alegria, he visto aprender a muchos
de mis perseverantes alumnos, en gran parte por sus méritos y un poco por mis esfuerzos. Con
frecuencia me senti complacido en una de las vivencias mas exquisitas que puede experimentar un
docente: ver en el otro el gozo por el descubrimiento de la verdad.

Es sabido que nada se aprende mejor que lo que se ensefa. Por ello, luego de un ordenamiento y
relacion de los contenidos de la catedra, logrados tras varios aios en su ejercicio, estimé valido y ne-
cesario transmitir en un libro ese saber organizado, empapado, un poco, del espiritu de mis clases.
Esto debe ser asi, pues otra de las verdades de la docencia es que el profesor no es un mero trans-
misor de conocimientos descarnados, sino que, en cierta forma, él y su materia conforman una
unidad que se comunica a los estudiantes de una manera tinica y personalisima. Un todo complejo
que puede llamarse un “estilo”. Esto nos tranquiliza: una maquina nunca tendra eso y los maestros
siempre seran necesarios para la humanidad.?

Este trabajo trata sobre dos asuntos principales:
- geometrias no euclidianas’y

- fundamentacién axiomatica de la geometria.

1  Me desempeno en el Profesorado en Matematica de la Universidad Autonoma de Entre Rios (UADER),
Facultad de Ciencia y Tecnologia, sito otrora en la ciudad de Parana y luego en la de Oro Verde, en Entre
Rios, Argentina. En el pasado ese Profesorado pertenecio al Instituto Nacional de Ensefianza Superior
(INES), ex Instituto Nacional Superior del Profesorado (INSP). Fue en esta tiltima institucién donde reci-
bi mi formacién docente en matematica.

2 Enelarticulo “Lo que casi le dije a Gary Kasparov” escrito en ocasion de cumplirse 20 afios desde que un
programa de ajedrez derrotd por vez primera a un campeén mundial, el periodista Ariel Torres escribié:
“Gary, usted jugé al ajedrez, pero la maquina no. La maquina ni siquiera sabia donde estaba. (...) voy a
aceptar que la computadora gané al ajedrez cuando esa mente sintética tenga ganas de jugar, cuando
le guste jugar, cuando anhele el triunfo. Cuando esa mente sepa dénde se encuentra y por qué esta alli.
Cuando sienta miedo de perder, cuando le transpiren las manos y perciba en la yema de los dedos la tibia
madera de las piezas, justo antes de acometer una jugada que podria ser fatal, y cuando esa tibieza, por
una azarosa asociacién de ideas que la lleva hasta su infancia, hasta su primer tablero, le haga cambiar de
idea y decida, no por la fuerza bruta del calculo, sino por una stbita corazonada, hacer una movida dife-
rente. Aceptaré, Gary, que un artefacto construido por el hombre ha ganado al ajedrez cuando le cueste
dormir la noche anterior, cuando atraviese una crisis conyugal, cuando aprenda a llorar de alegria. O a
reirse de si mismo.” (La Nacién, edicién on line del 10/3/17)

3 Euclidiano: perteneciente o relativo a Euclides o al método de este matemaético griego del siglo III a. C.
(Diccionario de la Lengua Espanola on line, Real Academia Espanola, http://www.rae.es, que se citara
DLE). No figuran en el diccionario las palabras “euclideo” ni “euclideo”.
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Estoy convencido de que estos temas son de suma importancia para la formacién de un docente de
matematica, en cuanto que a través de estos puede conseguirse:

a) una comprension de mas calidad de la geometria;
b) el entendimiento del funcionamiento de los sistemas de axiomas;
¢) una integracion del contenido matematico con su historia.

En virtud de tal interés sostengo que es necesario concederles un lugar destacado en el plan de
estudios del profesorado y, en la formacién geométrica, no reducirlos a aspectos meramente anec-
déticos, en aras de dejar mayor espacio académico para contenidos mas técnicos, mas “actuales” o
mas “utiles”.

La finalidad que persigo es mas formativa que informativa y esta dirigida sobre todo al estudiante
y al docente joven de espiritu de nuestra ciencia. Por tratarse de un texto introductorio a temas tan
amplios, no todo ha sido hondamente tratado. Nos hallamos ante ramas del saber extensas y ricas
en vericuetos matematicos, histéricos y filoséficos.

Lo que este trabajo contiene fue tomado de autores y cientificos, que oportunamente cito, a los que
corresponde todo acierto y mérito, y a quienes pido disculpas por si hubiese falseado o malinter-
pretado sus aportes en mi buisqueda de la verdad. Por esto mismo quedo totalmente abierto a las
criticas y correcciones que sean procedentes.

Importancia de este estudio

Alguien podra opinar que no deberia perderse demasiada energia en un estudio de las geome-
trias no euclidianas y que el tiempo disponible tendria que invertirse en contenidos més actuales
o significativos*. Contrariamente a esta postura, propongo aceptar que tal estudio es importante y
necesario en la formacién de los matematicos, por las siguientes razones:

1. El acercamiento a las geometrias no euclidianas provoca en quien esta habituado a la geometria
euclidiana (bien podria decirse “instalado” en ella) una saludable apertura mental hacia otras ver-
dades y objetos matematicos que cobran sentido (jy existencia!) dentro de un marco teérico deter-
minado, y que son independientes de la intuicién y de la experiencia. Ese ensanchamiento mental
desemboca en una ampliacién de los horizontes de la geometria y una desestructuracion, que ata-
can la modorra o la rutina en las que a veces esta inmerso el intelecto.

4 Esta es una palabra muy citada y se la ha asociado a la palabra importancia. ;Quién o qué determina la
significatividad de un contenido que ha de ser ensefiado: la moda futil, la utilidad tirana, el interés que
suscita, su valor intrinseco, la opinién de ciertos intelectuales del momento...? Mi opinion es que la sig-
nificatividad de un contenido proviene de su valor formativo y de su valor propio: esto es, que edifique a la
persona y que su verdad, en funcién de aquello, deba ser conocida para lograr el objetivo educativo. Esta
meta no debe ser necesariamente la consecucién de un bien 1til o de una destreza que ayude a producir
cosas. Lo significativo para un educando debe ser mayormente sefialado, en general, por sus educadores,
no por él mismo, como pretenden algunos.
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2. Se produce la comprensién de la geometria como parte de la matematica, sin vinculo necesario
con la ciencia fisica, y del “funcionamiento” de la matematica en cuanto ciencia deductiva que trata
sobre objetos formales. Entender el papel desempefiado por los axiomas, asi como su intercam-
biabilidad con los teoremas en sistemas axiomaticos diferentes, arroja luz sobre la dindmica y la
coherencia internas de la matematica.

3. Se entra en contacto con interrogantes ligados a las geometrias, dentro y fuera de la matematica,
que tienen interés en si mismos y cuyo conocimiento enriquece la formacién intelectual; asi se pone
mejor en contexto el saber especifico. Es bueno que los estudiosos no estén encasillados en com-
partimientos estancos; deben abrir la puerta (o la ventana) y salir a la compleja realidad, de manera
que se sumerjan en un contexto conexo del cual forma parte la ciencia que estudian, no como ciencia
central sino como parte del concierto de las formas humanas de conocer, conformando una intrin-
cada red. Podemos tomar la idea principal del siguiente texto de G. Sarton, que se refiere a la historia
de la ciencia, pero que facilmente podemos parafrasear para nuestra especialidad matematica: “El
principal equivoco relacionado con la historia de la ciencia proviene de aquellos historiadores de la
medicina que tienen el concepto de que la medicina es el centro de la ciencia” (Sarton, 1965: XVIII).

4. Se genera una reflexién sobre la geometria en si misma, una metageometria (véase cap. 5, pg. 90) no
poniéndose el acento sobre un contenido, sino sobre lo que esta en la base de ese contenido.

5. Se ahonda en el entendimiento de la geometria euclidiana, “la de siempre”, la que hemos venido
estudiando desde las escuelas primaria y secundaria y, tal vez, en la universidad, pero que ahora es
observada con ojos nuevos. Se comprendera que la misma geometria puede construirse desde dis-
tintos sistemas de axiomas que generan las mismas verdades. Muchos buenos textos muestran que
la geometria basica puede estudiarse desde enfoques muy instructivos y para nada elementales.’

6. En relacion con lo afirmado en el item 3, se descubren intrigantes conexiones que ponen en
relieve la armonia, la coherencia y la belleza de la matematica. Al indagar en ellas van aparecien-
do muchas “puertas”, cada una de las cuales nos lleva a lugares insospechados. Algunos de estos
vinculos abiertos tienen que ver con asuntos relativos a la historia de la matematica. Otros, con la
filosofia y la fisica.

7. Por tlltimo, una razén de indole més utilitaria: es inusual que estos temas sean ofrecidos en capa-
citaciones o cursos de perfeccionamiento, hecho que no sucede con los que comiinmente se consi-
dera significativos. No obstante esto,

Einstein y Minkowski hallaron en la geometria no euclidiana una base geométrica para
la comprensién del tiempo y del espacio fisicos. A comienzos del siglo XX todo estudiante
serio de matematica y fisica estudiaba geometria no euclidiana. Esto no ha sido asi para
los matematicos y fisicos de nuestra generacion. Sin embargo, con el paso del tiempo se ha
hecho méas y mas patente que las geometrias de la curvatura negativa, de las cuales la no
euclidiana hiperbdlica es el prototipo, son formas genéricas de la geometria. Tienen pro-
fundas aplicaciones en el estudio de variable compleja, en la topologia de variedades bi 'y
tridimensionales, en los grupos infinitos, en fisica y en dispares campos de la matematica.
Un conocimiento operativo de geometria hiperbdlica se ha convertido en requisito previo
para quienes trabajan en esos campos. (Cannon et al., 1997: 60).

5 A modo de ejemplo, cito el excelente libro (Moise, 1974). Véase la Bibliografia.
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Panorama del camino a recorrer
No hay caminos reales en geometria®.

Lo primero (capitulos I a 4) sera un vistazo a unos temas histéricos, filoséficos y matematicos, que
nos ayudara a poner en contexto y a comprender mejor la geometria euclidiana, lo que es funda-
mental para entender las geometrias no euclidianas. Estas podrian abordarse mas “matematica-
mente”, yendo directamente a sus axiomas y teoremas, pero ese acercamiento es frio, menos huma-
no y menos rico, formativamente hablando.

En segundo lugar (capitulos 5 y 6), vamos a tratar sobre los sistemas de axiomas y el método axio-
matico, lo que es clave a fin de lograr una aceptable comprension de la fundamentacién axiomdtica de
la geometria, y veremos el asiento de la geometria de Euclides sobre axiomas modernos.

Luego (capitulos 7 y 8) iniciaremos la novelesca aventura del Postulado V de Euclides (para muchos
“el” postulado). Nos sumergiremos en una de las gestas mas impresionantes de la historia de la ma-
tematica y del pensamiento humano, que gira en torno al axioma méas famoso de todos. De hecho,
al escribirlo con maytscula, aun sin el V romano, se hace referencia a él y no a otro.

Proseguiremos (capitulo 9) con el estudio de la teoria general de las paralelas, un tema interesante
y apasionante, que nos dara pie para ingresar al maravilloso mundo de la geometria hiperbdlica,
siempre y cuando optemos por cierto axioma particular de paralelismo.

Posteriormente (capitulos 10 y 11) estudiaremos un poco de geometria hiperbélica y algunos de los
modelos euclidianos que fueron desarrollados para respaldar su validez. Aqui se resolvera un gran
interrogante que resistié intentos de respuesta por mas de veinte siglos.

Finalmente (capitulos 12 al 14) daremos un breve paseo por la geometria eliptica, por algunas cues-
tiones surgidas, en la matematica y fuera de ella, tras la aparicion de las geometrias no euclidianas,
y por enfoques de diferentes autores sobre la organizacién dada a la geometria. ;Viene el lector?

Sobre la notacion simbdlica en este libro

El estudiante suele preguntarse sobre la notacién geométrica. En efecto, hay textos donde las rectas
se indican con mintsculas y los puntos con mayusculas, mientras en otros se procede a la inversa. El
primer punto de vista se justifica diciendo que los puntos son mas fundamentales porque forman
las rectas, de alli las maytsculas. La segunda opinién, de base conjuntista, afirma que los puntos
son elementos de conjuntos (las rectas), por eso van las mintsculas para ellos. Como los puntos y
las rectas son mas valiosos que su notacién, lo importante aqui es mantener un criterio invariable.

En este libro se mencionan unos puntos A, B, ... y unas rectas , s, ... O bien se dice “la recta AB” cuan-
do esta determinada por los puntos A y B. Los planos se nombran con letras griegas o, raramente,
citando tres puntos que los determinan.

6 Afirmacién que, al parecer, dirigié Euclides al rey Ptolomeo I Soter, indicandole que todos debemos re-
correr el mismo camino para aprender geometria.
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Los segmentos se denotan como es habitual, por ejemplo AB. También se emplea esta notacién
para indicar la longitud del segmento, pues el contexto lo hace claro, en vez del simbolo mas com-
plicado |E| Las semirrectas se indican normalmente, como OP para una de origen O que contiene
a P. Los tridngulos y demas poligonos se indican citando sus vértices en seguidilla, tal como PQRS
para un cuadrilatero. Los arcos son denotados con un paréntesis previo, por ejemplo (AB, para el
arco de curva comprendido entre A y B.

Para los angulos se gener6 un eclecticismo por conveniencia. Van circunflejos en letras griegas, asi: &,

o bien en nimeros, como 1, o la notacion de vértices, tal como ZABC para el angulo de vértice By
- —_—

lados BAy BC.

Se indica la congruencia con el simbolo de igualdad (=) en vez del tradicional =.

Esta simbologia pueden variar en las citas textuales, como puede verse, por ejemplo, en los teore-
mas transcriptos de los Elementos de Euclides.
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[Capitulo 1]

La geometria euclidiana

Los primeros pasos de la geometria

sCuando comenzo la ciencia? ;Dénde comenz6? Comenzd cuando y donde los hombres
trataron de resolver los innumerables problemas de la vida (...)

Las més simples mediciones, como las necesarias para construir un altar o una casa, pudieron
inspirar las primeras ideas geométricas, aunque el amor por la belleza, innato en la mayoria

de los hombres, fue probablemente la verdadera cuna de la geometria... (Sarton, 1965: 3, 18)".

La geometria, una de las mas impresionantes ramas de la matematica, aparecié con los primeros
seres humanos, y junto con la aritmética son de lo méas antiguo de la matematica.

Las ideas geométricas primigenias surgieron del contacto con la naturaleza. Entre un sinfin de co-
sas, los primeros humanos vieron las formas redondas del Sol y la Luna, la rectitud de los rayos
luminosos entre las nubes y la simetria de plantas y animales. El universo siempre ejecutd un ver-
dadero concierto geométrico que despertd genuina admiracién en los humanos.

Las nociones iniciales fueron seguramente inconscientes. De modo asistematico el hombre obtu-
vo conocimientos geométricos intuitivos, impelido por requerimientos practicos: construir cosas,
medir distancias, orientarse sobre el terreno, etcétera. Ademas, como el espiritu humano siempre
se conmovid ante lo bello, surgieron verdaderas necesidades estéticas vinculadas con la ornamen-
tacion, la pintura, la escultura y la artesania. Estas necesidades solo se satisfacian con el arte, y este
se transformoé en una venera inagotable de ideas geométricas. La técnica y el arte siempre han ido
de la mano de la geometria.

En la vida de cualquier ciencia los primeros pasos fueron los méas dificiles. Como contrapartida,
ante cada problema resuelto o camino ensayado, la ciencia incrementé su capital de verdades. Lue-
go llegaria el tiempo de sistematizar y analizar.

En el marco de las civilizaciones orientales antiguas avanzadas de Egipto, Mesopotamia, China y
valle del Indo, que se remontan a entre veinte y cuarenta siglos antes de Cristo, y en las precolom-
binas, mas jovenes, la geometria también se ali6 con la astronomia.

Los historiadores han hallado documentadas maneras exactas, aproximadas o aun erréneas de cal-
cular superficies y volimenes elementales, cierto conocimiento de la relacién pitagorica a* = b* + ¢

1 George Alfred Leon Sarton (1884-1956) fue un autor fundamental en los estudios de la Historia de la
Ciencia. Encaré una monumental obra de la especialidad dirigida al publico general, que tendria nueve
tomos, pero lamentablemente falleci6 luego de finalizado el segundo.



aplicada a triangulos rectangulos particulares (Fig. 1), y recetas para trazados geométricos, algunas
vinculadas con construcciones reales.

(Fig 1) Un triangulo rectangulo; a es la hipotenusa, b y ¢ son los catetos.

Los griegos heredaron aproximadamente a partir del afio 1000 a. C. muchos elementos de las cul-
turas egipcia y mesopotamica, incluidas tradiciones cientificas. Para ellos los egipcios fueron los
creadores de la ciencia y los inventores de la geometria. Al parecer los sabios griegos viajaban a
paises del oriente a fin de instruirse en sus conocimientos.

El nombre “geometria”, que proviene de los vocablos griegos geo (tierra) y metron (medida), tiene un
origen claramente historico. En efecto, alude a la observacién de las practicas de los agrimensores egip-
cios?, a fin de delimitar las parcelas destinadas a siembra en las margenes del rio Nilo, luego de que este
borrara, tras su inundacién anual, las marcas hechas anteriormente. jEsta es una historia muy contadal

Segun lo que conocen hoy los historiadores, los saberes de las antiguas civilizaciones no provenian
de deducciones sistematicas ni estaban organizados en un corpus cientifico (lo cual no implica ne-
garles cierto caracter de ciencia). Esto es coherente con el hecho de que en algunos casos los conte-
nidos matemaéticos formaban parte de textos astronémicos o religiosos, cuya finalidad no era mate-
matica. Tiene logica pensar también que la procedencia de los conocimientos no fuera revelada, tal
vez por no asignarles importancia o como una forma de mantenerlos en secreto.

Podemos ver aqui un interrogante histérico que se plantea en relacion con esto: jcual fue el nivel
real del conocimiento geométrico y, en general, matematico y tecnoldgico de esas culturas? La pre-
gunta surge de la simple observacion de sus hazafias tecnoldgicas, apreciables atin hoy: pirdmides,
templos, obeliscos, sistemas de drenaje, canales, murallas, orientaciéon de edificios, etc. La duda
mas acuciante es: ;como podrian llevarse a cabo tales proezas sin un conocimiento mas avanzado
que el que muestran los testimonios escritos? Es cierto que la escritura era usada para fines religio-
sos, literarios, administrativos o conmemorativos. El conocimiento artesanal y técnico, en cambio,
se transmitia oralmente de maestro a aprendiz, y ellos, o bien no sabian escribir o no tenian interés
en divulgarlo, prefiriendo mantenerlo como un arcano de su arte que ademas les aseguraba un
lugar en la sociedad.

2 Los “harpedonaptes” o “tendedores de cuerdas”.
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El ascenso de la geometria

Aristipo, un seguidor o alumno de Sdcrates, va a parar tras un naufragio a orillas de la isla
de Rodas. Alli encuentra dibujadas en la arena unas figuras geométricas, e inmediatamente
se dirige a sus companeros exclamando con alegria: «;Animo, que veo huellas de hombre!».

Huellas de verdaderos hombres, afiadimos nosotros (Colerus, 1972: 36).

Con los griegos, a partir del S. VI a. C,, se inicia un gradual e incontenible ascenso de la geometria,
que pasé de ser un conjunto de conocimientos inconexos y mayormente empiricos (segiin lo que
esta documentado, insisto), a transformarse en una ciencia organizada de manera deductiva. Un
viaje geométrico apasionante se puso en marcha con Tales de Mileto, célebre hombre de su tiem-
po’. Tales se dio cuenta de la existencia de principios geométricos de caracter general y, por lo tanto,
abarcadores de muchos casos particulares. Algunos de estos principios presuntamente descubier-
tos por él en este campo son:

1) El didametro biseca# al circulo (entiéndase: todo diametro de todo circulo biseca a este; jhe ahi el
principio generall).

2) Los 4ngulos de la base de un tridngulo is6sceles® son congruentes.
3) Los 4ngulos opuestos por el vértice son congruentes.

4) Un angulo inscrito en una semicircunferencia es recto (Fig. 2). Este enunciado es citado por algu-
nos autores como “teorema de Tales”.

(Fig. 2) El angulo a es recto.

5) Los lados de triangulos semejantes® son proporcionales (Fig. 3).

(Fig. 3) Los tridngulos son semejantes, entonces m/m’ = n/n’= p/p..

3 Los jonios eran una raza griega que ocupd una franja de territorio al oeste de la peninsula de Anatolia
(hoy Turquia). En esa region se erigia la prospera ciudad de Mileto, famosa en su tiempo y luego destrui-
da por los persas. Tales (o Thales) vivié en la primera mitad del siglo VI a. C.

4 Esdecir: lo divide en dos partes congruentes.
5  Sibien cualquier lado de un triangulo puede ser su base, en el isosceles suele llamarse base al lado desigual.

6 Intuitivamente decimos: de igual forma aunque su tamafo pueda diferir.
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sConocid Tales todas y cada una de esas proposiciones, o proposiciones equivalentes a
ellas? ;Supo demostrarlas? O, de lo contrario, ;cémo las conocié? No existe certeza sobre
estos puntos, pero quizas podamos decir que Tales fue el primer hombre de pais alguno que
concibié la necesidad de las proposiciones geométricas (...)

...su mayor mérito intelectual fue el reconocimiento de que no es suficiente resolver los pro-
blemas, sino que es preciso racionalizar las soluciones (...). Tales fue bastante inteligente
para advertir que los métodos eran mas valiosos que las soluciones individuales, y que impli-
caban principios o, como decimos en geometria, teoremas. (...) ..Ja tradicién griega atribuye
las primeras proposiciones geométricas a Tales (...). Su obra, derivada de éstas, abrié nuevas
posibilidades de desarrollo que condujeron gradualmente a los Elementos de Euclides y a

todos los maravillosos resultados geométricos de nuestros dias (Sarton, 1965: 210)

Con este impulso la geometria dej6 poco a poco de ser un conjunto de reglas practicas y desde aqui

puede adjetivarsela de racional y deductiva. Sin embargo hay que ser cuidadosos y no ir al extremo

de pensar que se hacian deducciones al estilo moderno.

No ha llegado a nosotros ningtin texto de Tales. Sobre un hipotético “estilo de razonamiento deduc-

tivo” de Tales, es ilustrativo el caso presentado por L. Hull para el enunciado 4 citado arriba, que se

transcribe a continuacién (Fig. 4).

(Fig. 4)

Incluso para una persona sin preparacion geométrica es obvio que las diagonales de un rec-
tangulo son de la misma longitud y se cortan en dos mitades. Es también evidente que todo
cuadrilatero cuyas diagonales tengan esas propiedades es un rectangulo. Si trazamos dos dia-
metros cualesquiera, AC y BD de un circulo con centro O, ABCD sera un rectangulo. Omita-
mos ahora las lineas de puntos de la figura. Nos quedamos entonces con la proposicién de que
si A es cualquier punto del arco de una semicircunferencia, subtendido por el didmetro BD,
entonces BAD es necesariamente un angulo recto. Pocas personas ignorantes de este teorema

lo considerarian evidente si se les presentara sin la argumentacién expuesta (Hull, 1978: 32).
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El franco crecimiento y desarrollo de la geometria griega como ciencia deductiva se dio en dos aspectos:

1) En cantidad de conocimientos: las proposiciones geométricas que enunciaban propiedades o justi-
ficaban construcciones, surgieron en gran nimero como resultado de la inventiva, el ingenio y la
creatividad de matemaéticos de toda talla diseminados en varias escuelas matematicas’.

2) En calidad I6gica y metodoldgica: la geometria alcanzé en el mundo griego una excelencia asom-
brosa para la época; los razonamientos eran cada vez mas sofisticados y s6lidos. Ademas, por si esto
fuera poco, algunos preclaros intelectuales vieron la necesidad de ordenar la geometria de manera
tal que cada teorema se derivara del anterior, es decir, de dotarla de una organizacién deductiva.
Hipoécrates de Quios (c. 470-c. 410), Ledn y Teudio de Magnesia (S. IV a. C.), se ocuparon del asun-
to redactando “elementos™ y por esta tarea de sistematizacion debemos considerarlos auténticos
precursores de Euclides. Estos ordenamientos permitieron detectar huecos en la teoria y dar pistas
sobre qué teoremas hacia falta establecer para continuar el discurso geométrico.

Otro aporte, en este sentido, fue dado por Platén y los matematicos de su escuela, la Academia®.

[Los platénicos] (...) se interesaron por la demostracién y la metodologia del razonamiento.
Proclo y Didgenes Laercio (S. III d. C.)* atribuyeron dos tipos de metodologia a los platéni-
cos. El primero es el método del anélisis (...). El segundo es el método de reductio ad absur-
dum o de demostracién indirecta (Kline, 2002: 74).

Las contribuciones de Platon al conocimiento matematico fueron principalmente de tipo filoséfico;
mejor¢ las definiciones y aument6 la rigidez logica de los elementos. (Sarton, 1965: 536).

Esto es algo muy notable y nos ensefia que si pensamos que los antiguos eran menos inteligentes
que nosotros solo por haber vivido mucho antes en el tiempo, nos equivocamos por completo. Qui-
z4s deberiamos invertir lo que pensamos ya que, al contar con tan pocos recursos en comparacion
con los nuestros, ;no fueron ellos quienes mayor gala hicieron de su inteligencia?

La matematica griega fue mayormente geometria —lo cual tiene su razon de ser (véase cap. 2, pag. 42)—.
El ascenso de la misma se da entre los siglos VI y Il a. C.; este tiltimo es el siglo de oro", el de las maximas

7  El término “escuela” debe entenderse como un grupo de personas seguidoras de un maestro y, al menos
en sus etapas iniciales, con una localizacién geografica particular. Son ejemplos las escuelas pitagorica 'y
eledtica (en Magna Grecia, hoy sur de Italia) y la platénica (en Atenas).

8 El término “elementos” es equivalente a “tratado” o “manual”.

9 Platon de Atenas (427/8-347), célebre filosofo ateniense, fundé la Academia hacia 387. Esta ejerci6 gran in-
fluencia sobre el ambiente intelectual hasta que fue cerrada por orden del emperador Justiniano en 529 d. C.
iSe mantuvo vigente unos nueve siglos!

10 Proclo de Bizancio (410-485) fue un filésofo neoplaténico. Didgenes Laercio (S. III d. C.) fue un griego
historiador de la filosofia.

11 No hay que confundir este siglo con el de oro griego (el “de Pericles”), que fue el V a. C.
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realizaciones. Luego comenzé naturalmente a declinar (si bien hubo un breve renacimiento, o siglo
de plata) hasta ir diluyéndose gradualmente en los siglos Vy VI d. C.”

El esquema de la Fig. 5, muy simplificado y aproximado en su escala temporal, nos da una idea
de la evolucién descripta y de los principales pensadores, no necesariamente matematicos, que
intervinieron. Los niimeros romanos inferiores indican el siglo. Tal historia es en cierto aspecto
abrumadora por lo extremadamente abundante, compleja y no totalmente conocida. {De muchos
personajes solo se saben los nombres!”
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Agistatalas E’M_hc:—." Eratostanss
S =:=t = Arquimedss A pbees

Estato ) :

P Apolonic
Evdomo Hipareo

Conon Hipsiclzz )

Dipcles ~ Hemn
Gémine
Micomaro

e
220 Bfenzemo
Demoeritc Dhipostrato

Hipoerats  Aupalico

Arquitas Brolomeo
Anaxdrzoras Mendao
Hipaszo . ;
HLF;1 B Dhofantn - 2PEUE
T plas deon
Tal=z i

Proclo )
Bossg Eutoco
Simplicic
Eidoro

Fitizoms:

VI

(Fig. 5) Principales protagonistas del ascenso, culmen y declinacién de la matematica griega.

Euclides de Alejandria

sQué sabemos de Homero, Tales, Pitagoras, Demdcrito...? Mas atn: ;qué sabemos de los ar-
quitectos que concibieron las catedrales medievales? ;Y de Shakespeare? Los mas grandes
hombres del pasado nos son desconocidos, aunque hayamos recibido sus obras y gozado de

sus abundantes favores (Sarton, 1965: 35).

;Quién fue aquél de quien naci6 el adjetivo “euclidiana” para la geometria? Dice G. Sarton que si
preguntamos por Homero podemos esperar la respuesta “es el autor de La Iliada y La Odisea”. Y a
la inversa, si la cuestion es quién escribid esas obras, tal vez nos contesten “Homero” (Sarton, 1965:
cap. III). Respecto de Euclides, estamos ante un personaje de esa talla: es el autor de los Elementos.

Euclides de Alejandria fue un brillante matemético que vivi6 en el ya mencionado siglo dorado. Esa
fue una gran centuria matematica también por Arquimedes de Siracusa, considerado por muchos
el mayor genio cientifico de la Antigiiedad y uno de los méximos de la humanidad; por Apolonio
de Perga, menos conocido, autor de las Cénicas, y por Conén de Samos, al parecer un genial mate-
matico del cual casi nada se sabe™.

12 Es comprensible esta “declinacién”, que no que no solo se dio por causas sociales y politicas. Los intelec-
tuales cercanos a la matematica, posteriores a Euclides, Arquimedes y Apolonio, se dedicaron a “digerir”
y comentar las monumentales obras de estos genios del siglo de oro.

13 Los nombres, en fuentes diversas, aparecen escritos de diferentes maneras; también ha habido muchos
personajes con nombres iguales o similares.

14 Arquimedes (c. 287-212), Apolonio (c. 262-c. 190), Conén (c. S. IIl a. C.).
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De Euclides se ignora casi todo. Por referencias indirectas se conoce el siglo en que vivid, el hecho
de que tal vez fue educado en Atenas en la Academia, posiblemente por discipulos de Platén, y que
vivid y desarroll6 su actividad en Alejandria. A causa de esto lo nombramos como “Euclides de Ale-
jandria” (a veces se lo ha confundido con Euclides de Megara, un filsofo socratico de c. 400 a. C.).

Alejandria, al norte de Egipto (Fig. 6), fundada por Alejandro Magno en 332 a. C., fue una gran me-
tropoli y centro cultural cosmopolita. En ella se hallaban la Biblioteca y el Museo®, que integraban
una suerte de universidad antigua® donde los sabios se abocaban a la ensenanza y a la investigacion.
Los reyes de la dinastia ptolemaica favorecieron las artes y las ciencias. Ellos fueron Ptolomeo I
Soter (c. 367-283), Ptolomeo II Filadelfo (309-246) y Ptolomeo III Evergetes (c. 282-221).

Grecia

e Abdera
Tarento o :

agi

Asia Menor
Clazomena

(Fig. 6) Una parte del Mundo Antiguo.

Sobre la personalidad de Euclides sobreviven unas pocas anécdotas, registradas poéstumamente
por la tradicién. Una de ellas nos cuenta que el rey Ptolomeo Soter le pregunto si en geometria ha-
bia algiin camino real (esto es, para los reyes). Evidentemente el soberano queria aprender por una
via més comoda y despejada, o tal vez mas corta. Pero Euclides le respondi6é que no hay caminos
reales, no hay distincion de personas en la ciencia geométrica. Otro relato se refiere a un estudian-
te preguntandole qué ganaba con aprender geometria, a lo que Euclides replicé solicitandole a su

15 Museo significa “templo de las musas”. Las musas, en la mitologia griega, eran las deidades protectoras
de las artes liberales, especialmente la poesia (DLE).

16 Algunos autores usan directamente la expresion “universidad de Alejandria”. Sin embargo, esta similitud
no puede llevarse lejos. Realmente las universidades fueron creadas a inicios del S. XIII d. C. (la primera
fue la de Bolonia). Incluso las primeras universidades no se parecian a las nuestras, principalmente en su
sintonia con la ciencia de su época.
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sirviente que le entregase un 6bolo” por cada teorema aprendido, ya que queria obtener ganancia
de lo que aprendia.

La gran incertidumbre sobre fechas y detalles de Euclides, explica la expresion que puede verse en
algunos textos referida a él: “fl. 300 a. C.”. La abreviatura “fl.” debe leerse “floreci6”; es el llamado
floruit de la persona, es decir, su momento de mayor plenitud, actividad o madurez, en relacion con
aquello por lo cual es conocida. El uso de este término es una hermosa metafora de la vida humana.
Debemos florecer donde hemos sido plantados.

Los Elementos

Euclides escribié varias obras matematicas, una sobre 6ptica y una sobre musica®. Entre las prime-
ras, Elementos (en griego: Stoikheia®) se hizo inmortal, manteniéndose vigente como libro de estudio
y referencia practicamente hasta el siglo XIX. Se dice que es el libro con mayor niimero de ediciones
luego de la Biblia.

Admirablemente su contenido matematico sigue siendo valido. Por supuesto que la obra ha sido
superada por los textos modernos, pero es natural que esto sea asi ya que los matematicos han
tenido mas de una veintena de siglos para superar al maestro a partir de lo que él hizo en aquella
remota época.

Stoikheia esta formada por trece “libros”, que tratan mayormente de geometria. Por esto se la suele
denominar Elementos de geometria. Sin embargo, también contiene aritmética y un algebra singular
utilizada por los griegos, el “algebra geométrica”. Algunas ediciones contienen dos libros mas (XIV
y XV), ambos apécrifos y muy posteriores a Euclides.

Al oir la expresion “trece libros” cualquiera se imagina unos cuantos tomos dispuestos en un es-
tante; sin embargo los “libros” de este venerable trabajo son mas bien como capitulos extensos

uestr r XtOs. i rar iblia, i T r
de nuestros modernos textos. En este sentido podemos compararlo con la Biblia, integrada po
libros®. La palabra “libro” indica aqui mas unidad de contenido que extension.

El impacto que produjo Elementos en el mundo intelectual fue tan grande y duradero que caduca-
ron, por dejar de copiarse?, otros tratados de geometria que seguramente estaban en circulacién en
la época. Practicamente desde que la obra vio la luz, con sus 467 teoremas, se la viene estudiando,

17 Moneda griega equivalente a la sexta parte de la dracma (DLE).

18 Aunque resulte extrano, desde los pitagéricos la musica formé parte de los estudios matematicos. Esto
perdurd por siglos. La aritmética, la geometria, la astronomia y la musica constituian el quadrivium (“cua-
tro vias”) que, sumado al trivium (“tres vias”): retdrica, gramatica y dialéctica, formaban el conjunto de las
“siete artes liberales” que se estudiaba en las escuelas medievales.

19 Asianotado por el Dr. Luis Santal6 en (Santald, 1963: 5).
20 Me refiero a la Biblia catdlica. Otras versiones difieren en la cantidad de libros.

21 iLas copias eran manuscritas! Me imagino a alguien encargandole a un escriba una copia y obteniendo
como respuesta “ven a buscarla en seis meses”. Por supuesto que tal trabajo debia ser muy bien remune-
rado. Tener una copia de un tratado no estaba al alcance de cualquier persona.
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analizando y comentando, generdndose bajo su luz un sinntiimero de trabajos histéricos, filoséficos
Y, por supuesto, matematicos.

Un inolvidable aspecto fundamental es que la obra esta dispuesta segtin el método axiomatico, sien-
do el primer trabajo matematico organizado asi. A partir de un conjunto reducido de verdades
aceptadas sin demostracién (axiomas y postulados), se deducen las demas verdades geométricas:
las proposiciones o teoremas.

Lo dicho es suficiente para dejar en claro que cualquiera que se precie de ser profesor de matema-
tica debe conocer los Elementos de Euclides.

4 . . N
Transliteraciones

Dijimos que Elementos en griego es Stoikheia. Sin embargo, en ese idioma se escribe usando su
conocido alfabeto, algunas de cuyas letras mas populares son a (alfa), B (beta), v (gamma), &
(delta), € (épsilon), & (pi), ..., 0 bien, en maytsculas, A, B, I', A, E, 1], ...

Al escribir Stoikheia estamos usando una transliteracion, es decir, una correspondencia entre el
alfabeto griego y el nuestro, la cual esta dada por el sonido, es decir, por como “suena” una letra
en griego y como “se escribe” ese sonido con nuestras letras. A veces se requiere de mas de una
letra para equiparar un sonido de otro alfabeto.

Para una lengua no suele haber una transliteracién tinica. Los eruditos crean diversas transli-
teraciones que a veces difieren en méas o menos detalles, e incluso agregan simbolos especiales
para sonidos que no tienen representacién con ninguna letra. Mas notable que el del griego es
el caso del 4rabe. Las palabras arabes se escriben de derecha a izquierda y sus letras son total-
mente ilegibles para quien desconozca esa lengua. Sileemos sobre un matematico arabe llama-
do al-Kuwarizmi*, debemos tener en cuenta que tal nombre es transliterado, y no extranarnos
si lo hallamos escrito en formas diferentes, tales como al-Khwarizmi, al-Jwarizmi, al-Juarismi,
etcétera. De hecho, de una transliteracion de este nombre surgié la palabra “algoritmo”.

El contenido de los Elementos

Conviene ahora dar una breve resefia de Stoikheia, para formarse una idea del contenido y del nivel
de sofisticacion que posee. La palabra usada en el texto para “teorema” es “proposicién”, por lo tan-
to diremos que la obra completa comprende 467 proposiciones.

Los libros de Elementos son universalmente identificados con nimeros romanos del I al XIII. Una
proposicion de Elementos se cita indicando el libro y el nimero, separados por un punto. Por ejem-
plo, I.47 senala la proposicion 47 del Libro I, a saber... jel teorema de Pitagoras!

22 Al-Kuwarizmi vivi6 en el siglo IX. Fue uno de los grandes propulsores del dlgebra y del sistema de nume-
raciéon decimal posicional que provino de India. Sus obras tuvieron gran influencia en Europa.
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El Libro I es el mas importante desde el punto de vista epistemoldgico y matematico, pues en él
se establece la estructura inicial, el cimiento formado por definiciones, postulados y axiomas para
comenzar a construir la geometria®. Sus proposiciones tratan sobre triangulos, paralelogramos,
suma de los angulos interiores de un tridngulo, congruencia, paralelismo, el teorema de Pitagoras y
equivalencia (igualdad de area) de figuras.

El Libro II presenta proposiciones de algebra geométrica, la cual consiste en operaciones con nu-
meros representados por segmentos, y de alli toma su nombre. Por ejemplo, el producto de dos
nimeros (segmentos) a y b es representado por un rectangulo de lados a y b; y la suma de dichos nu-
meros es la prolongacién del segmento de longitud a en una longitud b. En el libro podemos hallar
muchas de nuestras leyes de algebra usuales (como la diferencia de cuadrados, la ley distributiva
de la multiplicacién respecto de la adicién, el cuadrado de un binomio, etcétera) tratadas de forma
completamente geométrica. Con su algebra geométrica los griegos podian incluso resolver algunas
ecuaciones lineales y cuadraticas.

Si bien el asunto es interesantisimo, excede el propésito del libro explicar por qué los griegos desa-
rrollaron esta peculiar manera geométrica de operar con cantidades y como operaban concretamen-
te con ellas. Solamente diremos que no reconocieron los niimeros irracionales como tales, lo que les
impidio6 el tratamiento numeérico de longitudes, areas, volimenes y d&ngulos, y los llevé a la ingeniosa
adopcién de recursos geométricos que pusieron al servicio de sus necesidades algebraicas.

El Libro III trata sobre el circulo, propiedades de cuerdas, tangentes, secantes, angulos centrales e
inscritos, etcétera. E1 IV se ocupa de tridngulos, cuadrilateros, pentagonos y hexagonos regulares, ins-
critos o circunscritos en circulos.

El Libro V, basado muy posiblemente en trabajos anteriores de Eudoxo de Cnido*, es considerado
el mayor logro de Euclides, y ha sido el mas debatido de los trece libros. Contiene una teoria de las
proporciones muy avanzada y se dedica ampliamente a las operaciones entre magnitudes, confor-
mando una especie de teoria general de las magnitudes.

El Libro VI trata de las figuras semejantes, con base en el V. Contiene unos notables problemas
llamados “de aplicacién de areas”, vinculados con la pardbola, la elipse y la hipérbola, si bien estas
curvas no se ven en Elementos. Justamente Euclides escribi6 otra obra dedicada a ellas: Cénicas®.

El Libro VII trata de teoria de nimeros o aritmética®, es decir, las propiedades de los nimeros en-
teros positivos y sus razones. En él aparece el famoso algoritmo de Euclides para hallar el divisor
comun mayor de dos niimeros y otros resultados sobre niimeros primos.

23 Para esta sencilla descripcion he tomado como base la excelente sintesis presentada en (Kline, 2002: cap. 4).
Hay muchas otras obras que dedican espacio a descripciones similares.

24 Eudoxo (c. 408-c.350) fue un matematico y astronomo griego sobresaliente, sin duda el mejor de su siglo.
Segun G. Sarton, su tiempo deberia denominarse, en la historia de la ciencia, “época de Eudoxo”.

25 Esta obra de Euclides no debe confundirse con una del mismo nombre debida a Apolonio de Perga. En
esta ultima es donde aparecen por primera vez los nombres actuales de las conicas. Los nombres “anti-
guos” eran “seccion del cono acutangulo (o rectdngulo, u obtusangulo)” para la elipse (o la parabola, o la
hipérbola), por motivos que no cabe explicar aqui.

26 Palabra que proviene del griego arithmos = nimero.
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La aritmética contintia en el Libro VIII, que se dedica a las progresiones geométricas, y en el Libro
IX, que incluye proposiciones sobre niimeros cuadrados, ciibicos, planos y s6lidos?; la suma de
términos de una progresién geométrica, y estos logros notabilisimos: el teorema de la factorizacién
Unica de un namero natural como producto de niimeros primos, la demostracién de que hay incon-
tables nimeros primos y el teorema que da la forma de los nameros perfectos pares®.

El Libro X es uno de los mas extensos y se dedica a una clasificaciéon de cierto tipo de niimeros irra-
cionales (representados por segmentos). Una proposicion notable es X.1, que tiene relacion con el
axioma hoy llamado de Arquimedes (o0 de Eudoxo-Arquimedes).

El Libro XI inicia el estudio de la geometria del espacio, con un tratamiento algo mas pobre que el
de la planimetria: planos paralelos, diedros, figuras sblidas semejantes, piramide, prisma, esfera,
cono, cilindro, poliedros regulares (convexos), etcétera.

El Libro XII contiene teoremas sobre areas de figuras curvilineas y voliimenes de cuerpos. Para
determinar estas areas o volimenes se recurre a un método de demostracién denominado “de ex-
haucién” atribuido a Eudoxo.

Finalmente el Libro XIII trata sobre propiedades de los poligonos y poliedros regulares (o “cuerpos
platdénicos”) y sus inscripciones en circulos y esferas, respectivamente. Contiene la notable demos-
tracién de que existen solo cinco poliedros regulares convexos: tetraedro, octaedro, icosaedro (de 4,
8 y 20 caras triangulares equilateras, respectivamente), el hexaedro o cubo (de 6 caras cuadradas)
y el dodecaedro (de 12 caras pentagonales regulares). ;Quién pensé que Elementos era una obra
para principiantes?

Algunas ediciones de Elementos incluyeron otros dos libros: el XIV, debido a Hipsicles (c. 150 a. C.)
y el XV, redactado hacia 500 d. C. tal vez por Isidoro de Mileto, famoso arquitecto vinculado con la
construccién de la preciosa Hagia Sofia de Constantinopla (hoy Estambul, Turquia).

Los Stoikheia retinen una gran cantidad de saber matematico, pero no son un compendio de toda la ma-
temdtica griega de la época, como suele afirmarse insistente y erroneamente. Un contraejemplo para
esto es que las secciones conicas ya eran conocidas por los griegos en tiempos de Euclides, pero no
hay rastros de ellas en los Elementos.

27 Esta peculiar denominacion de los niimeros (en general, “ntimeros figurados”) se remonta a la escuela
pitagoérica, de origenes situados en Magna Grecia (hoy sur de Italia), en la segunda mitad del S. VI a. C.
Una curiosidad: en inglés atin se denomina “figures” a las cifras.

28 Un numero es “perfecto” (el origen de este concepto también es pitagérico) cuando es igual a la suma de
sus divisores “propios” (los menores que el mismo niimero). Por ejemplo, 6 es perfecto ya que es igual a
la suma de 1, 2 y 3, que son sus divisores propios. Otros niimeros perfectos son 28, 496 y 8128. Existe atin el
interrogante sobre estos nimeros de si los hay impares.

29 Hay en la literatura del tema palabras similares como exhaustién, exhaustacion, método exhaustivo, etc.
Todas provienen del latin exhaustus (= agotado).
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La consideracion de Euclides

A Euclides hay que valorarlo equilibradamente. Es comtin que a los personajes perdidos en la le-
jania de los tiempos se los sobredimensione o, al contrario, se los minimice o incluso se ponga en
duda su misma existencia. Una causa de esto es la carencia de fuentes escritas de primera mano y
el hecho de que las tradiciones orales que se volcaron tardiamente en documentos sufrieron todo
el proceso propio de un rumor: omisiones, agregados, reinterpretaciones, exageraciones, mezcla de
verdad con fantasia, etcétera.

Segun G. Sarton hay dos puntos de vista erréneos al considerar a Euclides. El primero es atribuirle
la composicién absoluta de los Elementos. En efecto, é] hered6 un frondoso acopio de conocimien-
tos relativamente estructurados, de tres siglos anteriores, y tuvo precursores tanto en la creacién de
nuevo conocimiento como en su ordenamiento lgico.

El segundo punto de vista equivocado es negarle los méritos. El ordenamiento final de Elementos,
muchas proposiciones y la notabilisima eleccién de los axiomas y postulados, parecen ser suyos.
Euclides fue un matematico de primer nivel y esto se manifiesta en teoremas geniales que se le
atribuyen, tales como IX.2, en el que demuestra que hay una infinidad de niimeros primos, y IX.36,
donde da la forma de los nimeros perfectos pares.

Dos maneras de referirnos a la geometria euclidiana

sPor qué malgastar palabras? La geometria existia antes de la Creacion, es coeterna con la
mente de Dios, es el propio Dios (lo que existe en Dios, ;no es el propio Dios?); la geometria le
proporcioné a Dios un modelo para la Creacién y fue implantada en el hombre, junto con
la propia semejanza con Dios, y no tan sdlo llevada a su mente a través de la vista.

De modo que el propio Dios era demasiado benévolo para permanecer ocioso y empezé a
jugar al juego de las rubricas, rubricando su propia imagen en el mundo: asi que me arries-
go a pensar que toda la naturaleza y el elegante cielo estan simbolizados en el arte de la

Geometria... (Johannes Kepler en Koestler, 1986: 36, 38)*.

Al llegar los Elementos al mundo de la ciencia y la cultura, ademas de causar verdadera sensaciéon
y de eclipsar a cualquier otro texto de geometria que estuviera merodeando por allj, la geometria
quedo bautizada con el adjetivo “euclidiana”. La geometria euclidiana es, entonces, la que tiene
origen en los Elementos de Euclides.

Hasta aqui parece no haberse dicho gran cosa, sin embargo, quiero hacer esta distincién: podemos
referirnos a “geometria euclidiana” desde dos puntos de vista.

En una acepcidn restringida la geometria euclidiana es la que esta contenida en los Elementos, es
decir, la de los libros I a XIII, que abarca desde propiedades de figuras basicas hasta los poliedros re-
gulares. Conforme con el método axiomaético, los més de cuatrocientos teoremas van surgiendo uno

30 Johannes Kepler (1571-1630), el astronomo mas revolucionario de todos los tiempos, incluso mas que Co-
pérnico y Galileo Galilei. Recomiendo al respecto la lectura de Los sondmbulos, del mismo Koestler.
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tras otro por la aplicacion de reglas de derivacion logica, a partir de los entes primitivos, los axiomas
y los postulados®. Luego, el contenido no puede abarcar mds de lo que se obtiene deductivamente a partir
de ellos. Por lo tanto diremos que la geometria euclidiana en sentido estricto es la contenida en la
obra de Euclides, y que procede de sus entes primitivos, axiomas y postulados, mediante la aplica-
cién del método axiomatico.

Podria decirse, sin embargo, que la geometria que al fin Euclides escribi6, venia plasmandose con el
hombre mismo, de sus contactos con los quehaceres de la vida y con la naturaleza. En efecto, la pri-
mera geometria que conocio el hombre, muchisimo antes de que se la elevara al rango de ciencia,
fue la euclidiana. Esto se debio a que sus verdades basicas surgieron de la observacion de la natura-
leza y de simples realidades de caracter geométrico que los hombres contemplaban o producian a
menudo. Las formas y movimientos naturales, como también las primeras artes plasticas y técnicas,
condujeron al descubrimiento o invencién de figuras y relaciones geométricas. Por ejemplo, el ar-
chiconocido axioma “dos puntos determinan una tnica recta a la cual pertenecen” viene sugerido
por la observacion de una cuerda tirante entre dos estacas o de una linea recta trazada entre dos
marcas, y se aplica de manera intuitiva para alinear tres postes, por la propiedad conocida de la luz
de propagarse rectilineamente a escala terrestre.

En cierto modo la geometria euclidiana estd implicita en los hechos habituales del espacio fisico
que nos rodea. Esta situacién condujo naturalmente a la identificacién de la geometria euclidiana
con la geometria del universo, concepcién que se mantuvo por siglos y que recién en épocas re-
cientes fue cuestionada, tras el surgimiento de otras geometrias, las que pasaron a tipificarse como
“no euclidianas”.

Esta condicién de unicidad se impuso en sus aplicaciones en el quehacer humano. Atan hoy, como
cualquier matematico, ingeniero o arquitecto podria suscribir, la geometria de Euclides es clave en
innumerables campos del saber y del hacer, y permite estudiar y comprender la naturaleza® y los
objetos creados por el hombre.

Debemos considerar euclidiana en sentido amplio a la geometria que se ha desenvuelto sobre la base
de la relacion geometria-naturaleza. El desarrollo de la geometria euclidiana fue posible por la accién
de matematicos, investigadores, maestros, técnicos y aficionados, en las mas diversas épocas y lugares,
iincluso antes de Euclides! Los antiguos chinos, egipcios, babilonios, hindties y mayas, aunque no
hayan conocido ni a los griegos, ni a Euclides, ni a los Stoikheia, hicieron geometria euclidiana.

31 Si bien para nosotros las palabras “axioma” y “postulado” son equivalentes, no lo eran para Euclides.
Luego se vera por qué.

32 Laluz que viaja por el espacio sufre desviaciones por efecto de la gravedad cuando pasa cerca de agujeros
negros y de objetos de gran masa, como las estrellas.

33 Me refiero a “naturaleza” en un sentido cotidiano. En el ambito de algunas teorias fisicas, la geometria
utilizada en ellas es no euclidiana.
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La geometria euclidiana después de los Elementos

En el periodo que va desde Euclides hasta el siglo XVII la geometria se expuso y desarrollé de ma-
nera sintética, es decir, yendo de lo simple a lo complejo. Se partia de axiomas y postulados (lo sim-
ple) hasta llegar a los teoremas (lo complejo)*. Sin embargo, en la primera mitad del S. XVII, con
los trabajos de René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665), comenzd a tomar forma la
geometria analitica o geometria de coordenadas, hoy omnipresente en los planes de estudio que inclu-
yen matematica. Bajo esta modalidad la geometria procede de lo complejo a lo simple. A partir de
la ecuacién de un lugar geométrico (la cual engloba su “complejidad”), obtiene las caracteristicas y
propiedades elementales que este posee y cuya reunion, precisamente, lo conforma y caracteriza®.

La geometria analitica tradicional es euclidiana, ya que persiste en ella la conexién con la naturaleza,
materializada un sinfin de veces en las mas concretas realizaciones técnicas. Esta rama de la geome-
tria agregd nuevos enfoques y métodos para el estudio de los mismos objetos que ocuparon a Eucli-
des, a sus contemporaneos y a sus seguidores seculares. Y de nuevos objetos también, por supuesto.

Tanto la geometria de los griegos como la analitica estaban restringidas a las tres dimensiones de
nuestro espacio fisico. Correspondi6 a la matematica moderna la extension de las ideas a espacios
de mayor nimero de dimensiones, lo que, entre otras cosas, dio origen a otros objetos nuevos que
no tienen representacion en nuestro espacio tridimensional, tales como los hiperplanos y las bo-
las de dimensién 4 (o “4-esferas”), por dar dos ejemplos. También, varios matematicos modernos,
como Félix Klein (1849-1925) y David Hilbert (1862-1943), reescribieron la geometria euclidiana, obte-
niendo las mismas verdades a partir de un conjunto distinto de entes primitivos y axiomas.

34 Sintesis: Composicién de un todo por reunién de sus partes (DLE).

35 Andlisis: Distincién y separacion de las partes de un todo hasta llegar a conocer sus principios y elementos
(DLE).
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[Capitulo 2]

Filosofia y geometria

Milagro en Grecia

El hecho original del comienzo de la ciencia griega es que nos ofrece por primera vez en
la historia el intento de brindarnos una interpretacién puramente naturalista del universo

como un todo (Farrington, 1979: 30)".

Se habla con frecuencia del milagro griego, que no es sino la manera mas simple de expre-
sar nuestro asombro por las hazafas griegas y nuestra incapacidad para dar cuenta de ellas

(Sarton, 1965: 157).

La denominada escuela jonica fue una corriente de pensamiento dominada principalmente por los
filésofos milesios? Tales, Anaximandro y Anaximenes (S. VI a. C.). Desde este punto en el espacio
histérico surgieron pensamientos muy originales llamados a perdurar, a transformarse e influen-
ciarse mutuamente, y a irradiarse en todas direcciones. En Jonia nacieron la filosofia y la ciencia que
moldearon el pensamiento de occidente. Somos muy afortunados cuando, abarcando de un vistazo
los siglos, apreciamos la pervivencia de las ideas més alla de los hombres que las concibieron.

La nota fundamental fue la basqueda de explicaciones puramente racionales de los hechos y cons-
titucion del universo: como funcionaba y qué lo formaba. Hay que aclarar que el hombre, desde
siempre se propuso explicaciones de las cosas mediante su inteligencia (no se ha de pensar que
hasta la llegada de los griegos eran todos unos imbéciles, pues el atributo de la racionalidad es pro-
pio del ser humano), sin embargo a veces recurria a justificaciones basadas en misteriosas fuerzas
o intervenciones divinas.

Se propuso que una sustancia primordial’ constituia el mundo; para Tales era el agua; para Anaxime-
nes, el aire, y el apeiron indefinido para Anaximandro. Como dijimos, se priorizaron la indagacién
y la explicacién de los secretos del cosmos* en términos de argumentos inteligibles y naturales.
Luego, las explicaciones que estos hombres formularon, si bien erréneas, son dignas de respeto por
su seriedad intelectual. Esta postura mental no excluye a la religiéon. Por ejemplo, negar que un dios

1 No caiga el lector en el error de suponer que quien da una explicacion naturalista es irreligioso. La reli-
gibén convive con la ciencia desde siempre, aun dentro de una misma persona.

2 “Milesio” es el gentilicio de los oriundos de Mileto.
3 Elarché o arjé (el “principio”).

4 ;Sabia usted que las palabras cosmos y cosmética provienen ambas del griego derivadas de un verbo que
significa “ordenar”, “embellecer”, “ornamentar”? Ambos términos aluden a la belleza: del universo en el
primer caso, de las personas, en el segundo.

[32]



intervenga como causante de una mala cosecha y buscar el origen de este mal en la naturaleza, no
implica la incredulidad en la existencia de ese dios.?

Hacia esa época dio comienzo un peculiarisimo fenémeno cultural que desde antiguo fue llamado
el “milagro griego”. Este consisti6 en que, en el corto lapso de tres siglos (del VI al III a. C.), surgie-
ron en el mundo griego la filosofia y muchas ciencias fundamentales (obviamente que en germen):
astronomia, matematica, fisica, historia, geografia, biologia, medicina, etcétera. Es dificil explicar
este hecho, de alli la connotaciéon de milagroso.

Las causas del “milagro griego” son un problema histérico sobre el que no cabe aqui explayarse,
pero que no es tan insoluble como pueda parecer. Algunos historiadores dieron razones de tipo
étnico: que los helenos poseian superioridad racial sobre los otros pueblos. Este punto de vista,
tomado como tnica hipdtesis posible es claramente un extremo. Sin embargo un “ingrediente” pro-
pio y especial los griegos deben haber tenido; algunos lo llaman el “genio griego”. Existié también
una confluencia de factores propicios: las herencias culturales de Egipto y Mesopotamia, un buen
ambiente social y politico, y una excelente ubicacién geografica. La realidad es una complejidad
misteriosa. ;Se habria dado un hecho similar en otra parte del mundo y con otro pueblo, reuniendo
los mismos elementos favorables mencionados? ;Quién puede saberlo?

Lo dicho hasta aqui sobre el surgimiento de la ciencia parece contradecir lo expresado en el epi-
grafe de Sarton (véase cap. 1, pag. 23). s No existe la ciencia desde que el hombre es hombre sobre la
Tierra, o fue resultado de este “milagro”? El autor agrego:

Es infantil suponer que la ciencia comenzé en Grecia; el “milagro” griego fue preparado en
Egipto, Mesopotamia y, posiblemente, en otras regiones por una obra de varios milenios. La

ciencia griega fue menos una invencién que un renacimiento (Sarton, 1965: XV del Prefacio).

Hagamos aqui una conciliacién. Si por ciencia entendemos “pensamiento cientifico”, vale decir, un
intento de explicacion de algo con cierta coherencia ldgica o invocando alguna causalidad, enton-
ces el parrafo de Sarton es atinado y hay ciencia desde los albores mismos de la humanidad. Si por
ciencia se entiende, en cambio, el conocimiento logrado mediante observacién y razonamiento,
organizado sistematicamente, que incluye leyes o principios generales, y también la actividad ten-
diente al logro de tal saber, tendremos que admitir que ella comenzé en Grecia.

5 Justamente conforma una cierta paradoja histérica el surgimiento de este pensamiento cientifico en el
seno de un pueblo como el griego, con una tradicion religiosa profusa en dioses y supersticiones.
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Filosofia

La filosofia® y la ciencia estan entre las actividades humanas mas nobles. E1 hombre, con ellas, ejercita
con agudeza su capacidad de pensamiento profundo en biisqueda de esencias y razones; es decir,
quiere responder qués y porqués. Las origina, motiva y sostiene, la capacidad de admiracién’ del
hombre ante los universos fisico, cultural y espiritual, que lo rodean. Dos verdaderas tragedias son
estas: que las personas pierdan o nunca desarrollen su capacidad de admiracién y que se haga cien-
cia o filosofia en pos de fines innobles, tales como la manipulacién y el dominio.

La filosofia es, en una cléasica definicidn, “el conocimiento cierto de todas las cosas a la luz de la
razdn, explicadas por sus causas primeras o ultimas” (Casaubodn, 2006: 42).

Ciencia y filosofia son saberes diferentes. Si bien al respecto no hay un acuerdo total, en base a la
definicién dada podemos dar las notas principales de esta diferencia, que son:®

a) la filosofia es un saber de todas las cosas en sus caracteres generales, mientras que las ciencias
estudian algunas cosas o sectores de la realidad;

b) la filosofia da explicaciones por sus causas iltimas (segin el proceso ascendente del conocer) o
primeras (en el orden del ser); las ciencias, en cambio, explican las cosas por sus causas préximas.

Como ejemplo concreto tenemos el caso del agua, de la que conocemos su formula molecular, H O,
por la quimica. Mientras tanto, por la filosofia sabemos que esta compuesta de materia prima y for-
ma sustancial y que es un ente contingente. Dejamos para los lectores interesados que la curiosidad
haga el resto.

Contrariamente a lo que piensan muchos, la filosofia es muy importante, pues toda cultura, de una
u otra manera, se desenvuelve en una “atmosfera” filoséfica, moldeada y conformada por corrientes
de pensamiento vigentes en cada época. Maneras de concebir el mundo, el hombre, la vida, la mo-
ral, la ciencia, Dios, etcétera, cobran presencia y se traducen en acciones y modos de vida, debido a
la influencia cierta de pensadores que generan ideas, de intelectuales que las repiten, reescriben y
difunden, de hombres practicos que las ponen en movimiento y de personas comunes que las be-
ben (por lo general anodina y acriticamente) de las fuentes de donde emanan: ensefanzas, libros,
medios de comunicacion, discursos y clases.

De manera paraddjica, una razén por la que estas concepciones se arraigan fuertemente, es que
no se les da la debida importancia. La atmosfera filosofica simplemente se respira. Son comunes y
folkloricas las expresiones despectivas en contra de filosofias y humanidades, diciendo livianamente
que “no sirven para nada”, mientras que, simultineamente, esos criticos endebles se “tragan la pas-
tilla” sin percatarse de ello. Nuestra cultura adolece hoy de un gran mal: juzgar el valor de algo por
su utilidad, por ello las cosas que no dan un beneficio practico o econémico son menospreciadas, y

6 Lapalabra “filosofia” proviene del griego y significa “amor a la sabiduria”.

7  “Admiracién” es una palabra que en su raiz etimolédgica proviene del latin mirari, que significa “contem-
plar con asombro o con estupefaccién”, como cuando se observa algo inexplicable o de lo que no conoce-
mos su causa. Es interesante el hecho que mirari también originé miraculum, milagro.

8 Seguimos a (Casaubodn, 2006: 35-55). Este es un texto basico pero suficiente para nuestro propdsito de
distinguir sencillamente la filosofia y la ciencia.
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entre ellas se incluye a la filosofia. Se dice: “;para qué me sirve la filosofia?”. Sus justos defensores
dicen que “no sirve”, esto es, que no es sierva de nadie.

Por lo dicho es inevitable que el pensamiento filoséfico influya en mayor o menor grado sobre las
acciones humanas, e impregne los conceptos y las conclusiones propios de las ciencias®.

El realismo de los griegos

... fue caracteristica de la filosofia y del alma griegas su adhesién al conocimiento de una

realidad, accesible o no al entendimiento, pero existente en si (Cabrera, 1949: 19).

Cuando se comenz6 a filosofar en el seno de la escuela jonica, se adoptd naturalmente una concep-
cién realista, que luego heredaran todos los filésofos griegos posteriores.

Esto no es trivial. Concebir una realidad existente, externa al hombre y siempre inteligible, es decir,
posible de ser conocida por él, conformé una suerte de “matriz mental” donde se molde el pensa-
miento occidental con caracteristicas propias. Bajo la influencia de otras intuiciones, la ciencia y la
filosofia habrian seguramente derivado por otros derroteros. Las diferencias mas sustanciales entre
los pensamientos oriental y occidental provienen de que se desarrollaron en “matrices” diferentes.
Por esto mismo, no es equilibrado valorar las cosas desde un exclusivo punto de vista occidental u
oriental, como si uno prevaleciera sobre el otro. Al respecto, podemos comparar los siguientes dos
textos que expresan estos puntos de vista diferentes.

Desde que Aristoteles™ sistematizara las argumentaciones logicas mediante las leyes de la
légica clésica, estas normas han sido identificadas [por nosotros] no s6lo como las que for-
man los preceptos del pensamiento humano, sino también como las que rigen el desarrollo
de la ciencia. Han sido consideradas durante siglos como indiscutibles y, en cierta manera,
han marcado el avance y los rumbos del pensamiento cientifico de Occidente. Ahora bien,
si dichos preceptos fueran innatos y propios de la razén humana, deberian haber estado
presentes en todas las culturas y épocas... No obstante, ...en algunos escenarios sociocultu-
rales hubo manifestaciones de 16gicas que no aceptaban como leyes a los principios aristo-
télicos... (Crespo Crespo et al., 2009: 30).

... la tradicién aristotélica, por su realismo natural y metafisico, es la que mejor responde a
las exigencias del mundo y del hombre ha sido llamada “la metafisica natural de la mente
humana” y es la posicién de todo hombre cuando abandona la catedra o cierra por unas

horas su laboratorio... (Casaubdn, 2006: 16).

9 Como muestra de esto invito a leer el apasionante libro de Westfall, Richard S. (1980). La construccién de la
ciencia moderna. Barcelona: Labor, donde el autor nos ilustra sobre la pugna, en el S. XVII, de las concep-
ciones filoséficas platénico-pitagérica y mecanicista, en su afan por fundamentar las leyes naturales. No
he incluido en este libro citas de esa obra.

10 Aristételes de Estagira (384-322), maravilloso fildsofo y cientifico muchas veces referido como “el Esta-
girita”. Su influencia en Occidente fue inmensa y atin su obra es estudiada. No obstante esto, la historia
muestra que el “endiosamiento” de Aristételes no ha llevado a la sociedad por buenos derroteros.
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Concepciones subterraneas en Elementos

Pasaron unos tres siglos desde el inicio del milagro griego hasta la aparicién de Elementos. Durante
ese tiempo se gestaron y desarrollaron en el mundo heleno concepciones filoséficas y conocimien-
tos cientificos.

Una vez que vieron la luz, muy dificilmente las ideas mueren (o al menos la mayoria de ellas) aun-
que sus creadores desaparezcan o dejen de estar de moda. Algunas se hacen “subterraneas” y lue-
go suelen ser remozadas por pensadores posteriores. Nos sirven de ejemplo las ideas numéricas
misticas de los pitagoricos y la teoria de Empédocles™ de los cuatro “elementos” (agua, aire, tierra y
fuego), que atin hoy perduran de diversas maneras.

Cabrera en “Los Elementos de Euclides como exponente del «milagro griego»”, nos presenta las
principales vertientes de pensamiento filoséfico que convergieron en la obra de Euclides, a la vez
que sostiene: “La geometria de Euclides es un exponente acabado del “milagro” del pensamiento
griego, cuyo fruto es nuestra cultura occidental surgida de é1” (Cabrera, 1949: 73).

Una matriz para esta preparacioén de los Elementos, fue la concepcién realista ya mencionada como
propia del pensamiento heleno. Se exponen a continuacién unas breves referencias sobre las prin-
cipales concepciones “subterraneas”.

El aporte pitagorico

Pitagoras de Samos®, sabio casi mitico, fund una sociedad filoséfico-religiosa (la secta o herman-
dad pitagdrica) en su isla natal y luego en Crotona®. Esta escuela fue tan influyente que sus ideas se
derramaron sobre los siglos futuros.

La matematica ocup6 un lugar privilegiado entre los pitagdricos ya que concibieron los niimeros
como los constituyentes intimos del universo, en un sentido real y fisico. Buscaron relaciones arit-
méticas en todas partes, desde los asuntos humanos hasta la geometria, la musica y la astronomia.
Dieron impulso asi a uno de los pensamientos mas duraderos y poderosos de la historia humana: la
interpretacién de la naturaleza en términos numeéricos, lo cual incidi6 en el modo de hacer ciencia
hasta hoy. Como contrapartida, también se fortaleci6 la numerologia, el irracional misticismo que
atribuye poderes o sacralidad a los nimeros, e influencia sobre los destinos humanos.

Los pitagéricos fundaron la teoria de niimeros o aritmética, y generalizaron “parcialmente” el teo-
rema de Pitdgoras, ademas de posibles estudios sobre poliedros regulares y cubrimientos del plano
con poligonos.

11 Empédocles de Agrigento fue un multifacético personaje griego que vivi6 entre c. 490y c. 430.
12 Pitagoras se ubica cronoldgicamente en la segunda mitad del siglo VI a. C.
13 Ubicada al sur de la Magna Grecia (actual sur de Italia). Véase el mapa de la Fig. 6.

14 Invito al lector a indagar sobre los “niimeros figurados” de los pitagoéricos y las asociaciones que estos
establecian con las formas de figuras y cuerpos. Véase la nota 27 de este capitulo.

15 “Generalizacién parcial” es un oximoron. Pero si se me permite esa expresion, con ella quiero significar
que no demostraron el teorema en toda su generalidad, pero si que encontraron su cumplimiento para
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En conexidn con el célebre teorema del tridngulo rectangulo, descubrieron los nameros irraciona-
les, y con esto se produjo un hecho sorprendente en la matematica: su primera crisis. Haré una
breve aproximacién al asunto. En el tridngulo rectangulo isosceles de catetos unitarios, la longitud

de la hipotenusa es+/ 12 + 12 = V2 (Fig. 7).

(Fig. 7) El mortal tridngulo is6sceles de catetos unitarios.

De aqui que la razén (cociente) entre hipotenusa y cateto es el nimero irracional V2, que no era
todavia concebido como tal; de hecho, se denominé “inexpresable” (alogos) a la longitud de esa hi-
potenusa. Habian entrado al escenario las cantidades inconmensurables (véase este cap., pag. 46).

Gravisimas fueron las consecuencias de este descubrimiento matematico para la filosofia
pitagoérica y como consecuencia para el entendimiento del mundo por medio de la Arit-
mética. Aqui tiene su origen la preponderancia de la Geometria sobre la Aritmética, pues
aquélla logro salvar el escollo de la razdn entre cantidades conmensurables o no, mediante
una nueva definicién de razén y un método para encontrarla (Cabrera, 1949: 25).

A pesar de este traspié, los pitagéricos aumentaron la calidad cientifica de la matematica. El filéso-
fo Proclo de Bizancio en su Comentario al Libro I de los Elementos de Euclides, escribié en un famoso
Sumario (resefia de los gedmetras griegos anteriores a Euclides) que Pitagoras

... transformé el estudio de la geometria en una educacion liberal, examinando los prin-
cipios de la ciencia desde su comienzo, y probando los teoremas uno tras otro, de modo

permanente logico (Cabrera, 1949:22)".

En el pensamiento pitagérico, mas abstracto, se produjo un hecho notable: la creacién, por abstrac-
cién, de entes matematicos “perfectos” a partir de las imagenes “imperfectas” dadas por la natura-
leza o construidas por el hombre. Por ejemplo, la figura impecable de un circulo podia ser generada
en la mente por abstraccion a partir de la forma del Sol o de un dibujo hecho con el compas. Esto
llevé a pensar que la matematica era un conocimiento superior al que se obtenia por observacién
0 experimentacion.

Una de las contribuciones griegas al concepto mismo de la matematica fue el reconocimiento
consciente y el énfasis puesto en el hecho de que los objetos matematicos, niimeros y figuras

geométricas, son abstracciones, ideas producidas por la mente y claramente distintas de

los casos en que los lados eran de longitudes n, (n*—1)/2 y (n*+ 1)/2, con n natural e impar, mayor o igual
que 3. Luego en época de Platon se daria el caso paran par.

16 El escollo mencionado fue salvado por el matemaético y astrénomo Eudoxo de Cnido (c. 460-c .408).

17 Téngase en cuenta que, al ser la influencia pitagérica tan extensa en el tiempo, mucho de lo que se atri-
buye al fundador puede bien haberse obtenido muchos anos después del S. VI a. C. Tal es posiblemente
el caso del descubrimiento de los irracionales.
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los objetos o imagenes fisicas. (...). Sin embargo, puede que esto no fuera cierto desde el
principio; Aristételes nos dice, por ejemplo, que los pitagéricos consideraban a los niimeros
como los componentes tltimos de los objetos materiales del mundo real. Asi pues, los na-
meros no tenian una existencia separada de los objetos sensibles (Kline, 2002: 54).

También entre las concepciones pitagbricas encontramos una nocién de espacio como “suma” de
puntos y de tiempo como “suma” de instantes, postura luego combatida por la escuela filosofica
eleatica (véase la siguiente seccion).

En sintesis, vemos en el pitagorismo una elevacion de la matematica a un nivel mas cientifico y el
paulatino logro de un estatus superior que compartira con la filosofia. Es oportuno aclarar aqui que
para los griegos la matematica del calculo ordinario no era considerada tal; se la denominé logistica.

Empédocles, Heraclito y los eleatas

Las ideas de Empédocles sobre los cuatro “elementos”: agua, aire, tierra y fuego, que ese pintoresco
personaje postulé como constituyentes basicos del universo, reunidos y separados respectivamente
por las fuerzas contrarias del amor y del odio, calaron muy hondo en la cultura occidental. Incluso
hoy en dia, en peliculas, literatura, teorias pseudocientificas y desodorantes, se sigue apelando a los
innegablemente atractivos “elementos”. Platén y Aristételes también hicieron aplicacién de ellos
en sus teorias.

Por su parte, Heraclito “el Oscuro™®, llamado asi por su lenguaje enigmaético, introdujo la idea de
que en el universo reinaba el cambio permanente y ordenado. La idea de orden fue fundamental para
la base de la ciencia, pues uno de sus supuestos es que los fenémenos son regidos por leyes.

Contrariamente a esta idea de constante transformacion y a las nociones pitagéricas, una escuela
filosofica surgida en la ciudad de Elea (en Magna Grecia, véase el mapa de la Fig. 6), con Parménides
y Zenén® como principales representantes, postulé la inexistencia del movimiento y del cambio, y
la imposibilidad de que el espacio y el tiempo fueran discretos, o de que fueran infinitamente divi-
sibles. Estas ideas (en las que no nos detendremos) pese a ser bastante alambicadas y refiidas con el
sentido comun, eran dificiles de refutar y tuvieron una enorme influencia posterior®.

Los eleatas propusieron como lo nico real un mundo del pensamiento o inteligible, del cual la llave
eralarazon. Lo inteligible era perfecto, inmovil, eterno e inmutable. Ese mundo se oponia al de apa-
riencias o sensible, en el que viven los hombres. La razon fue sefialada como lo tinico que nos puede
conducir al conocimiento real y este surgira del razonar sin contradicciones.

Parménides deduce que la razdn es el inico instrumento para descubrir quién es el ser, si

el mundo es inteligible, y sienta su tesis fundamental de que las cosas fuera de nosotros son

18 Heraclito de Efeso (536-470).
19 Parménides de Elea (nacié c. de 530 a. C., con datacion imprecisa); Zenén de Elea fue su discipulo.

20 Averigiie el lector interesado sobre las famosas “paradojas” de Zenén, la mas célebre de las cuales es la de
Aquiles y la tortuga. Otras son el estadio, la dicotomia y la flecha.
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idénticas a nuestros pensamientos de las esencias o, para decirlo més brevemente, establece
la identidad del ser con el pensar (Cabrera, 1949: 30).

Una consecuencia de esta filosofia fue la confianza ciega en que era suficiente la introspeccién para
descubrir la esencia de las cosas y descuidar, consecuentemente, el lado practico-experimental de la ciencia.

Socrates, Platon, Aristoteles

Casi todos hemos oido estos nombres (30 no?). Estos antiguos filésofos fueron de lo mas influyente
en la civilizacioén occidental. Incluso hoy sus obras se siguen estudiando®. Los lig una relacién
pedagbgica: Sdcrates fue maestro de Platon y este, de Aristoteles.

Sécrates®, si bien hizo mayormente estudios morales, aport6 la idea fundamental del concepto o
definicién, como lo que es comun e invariable a diversas representaciones de un objeto.

Un razonamiento inductivo es aquél que va de lo particular a lo general. Es el que aplica el estudio-
so que, observando un gran ntimero de casos similares, obtiene como conclusién una afirmacién
general. En relaci6n con esto,

Dos son las cosas que se pueden atribuir a Sdcrates: los razonamientos inductivos y las defi-
niciones de lo universal; y éstas se refieren, las dos, al principio de la ciencia.

(...) al observar el método geométrico consistente en abstraer de diversos objetos conceptos
abstractos, reduciendo las multiples formas sensibles a un limitado niimero de formas ele-
mentales, las “figuras” (...) vio que después el matematico estudia racionalmente estas figu-
ras, trata de explicarlas, de dar su razon de ser, su esencia, obteniendo asi las definiciones y
las propiedades invariables de las mismas®.

Entonces, digamos, el concepto de “flor” es lo comun e invariable que tienen todas las flores, inde-
pendientemente de su tamano, color y forma.

Platén es célebre, entre otras cosas, por ser autor de una considerable cantidad de obras, entre las
que sobresalen sus Didlogos, llamados asi por comunicar sus doctrinas filos6ficas mediante perso-
najes que conversan y exponen sus ideas en diferentes situaciones. Algunos de ellos son La Repii-
blica, El Banquete y Timeo, por citar algunos. En Atenas, en el “jardin de Academo” (un mitico héroe
de la ciudad), fundé la Academia, un centro de intelectualidad activo por el extensisimo periodo de
novecientos anos. Esta institucion fue un semillero de pensadores, entre ellos muchos matemati-
cos. Platon reverenciaba a la matematica; abundantes son las referencias al texto que figuraba en el
frontispicio de la Academia: “No entre aqui quien no sepa geometria” y al decir de Platén sobre la
actividad de Dios: “Dios geometriza”.

21 Justamente, una de las cualidades del conocimiento filoséfico es su perennidad, a diferencia del cientifico
que, en general y salvo raras excepciones, es reemplazado o modificado por otro, ante nuevos hallazgos y
teorias. Un filésofo puede apoyarse hoy tranquilamente en Aristételes, pero un médico no puede hacerlo
en Galeno ni un astrénomo en Ptolomeo.

22 Socrates de Atenas (470-399).

23 Aristételes, Metafisica, X111, 4. Ambas citas en (Cabrera, 1949: 34).
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En relacién con el aporte socratico, Platon consideré al concepto como suficiente para determinar
la esencia de la cosa conceptualizada y le atribuy6 existencia real, con las cualidades del ser de los
eleatas: eterno, inmévil e inmutable. En este contexto, llamé Idea a esa esencia dada por el concep-
to. La palabra “idea” proviene del término griego eidea, “aspecto, forma”, y este de eido, “yo vi”, de
donde unaidea es una “vision intelectual” de quien la piensa (aqui lo tenemos al filésofo adaptando
una palabra del lenguaje ordinario a su necesidad de expresion filoséfica; en las tempranas épocas
aun no se habia desarrollado un 1éxico especifico). Surgié asi la teoria de las Ideas. Sin extendernos
mucho diremos que lo fundamental de ella es lo siguiente:

- El mundo del hombre (sensible o fenoménico) es imperfecto, cambiante e ilusorio.

- Existe un mundo de las Ideas (inteligible) perfecto, inmutable, inmévil, donde estan las Ideas de
cada cosa. La existencia de las Ideas es la tinica verdaderamente real.

- Cada cosa del mundo sensible tiene su correspondiente Idea en el mundo inteligible, que es un
modelo, un arquetipo* de ella.

- Las cosas sensibles se ajustan imperfectamente a sus modelos del mundo inteligible y existen
porque “participan” en parte de las esencias de sus arquetipos. Esta es la “teoria de la participacién”.

Asi que la inica mesa realmente existente es la Idea de mesa del mundo inteligible. Las mesas que
usamos a diario “son” en virtud de que aquella inaccesible mesa paradigmatica les presta algo de su
esencia. Luego, el conocer es un indagar a tientas, que trata de penetrar en las esencias de las cosas®.

La matematica fue para Platon la ciencia por excelencia® porque en ella los matematicos elucubran
sobre objetos dibujados imperfectamente y obtienen por razonamiento verdades eternas como los
teoremas y las propiedades de las figuras. Ninguna otra ciencia, en este sentido, es comparable con
la matematica. También por esto, el fildsofo consideraba indignos de la ciencia los calculos y las
mediciones de la “logistica”, propios de artesanos y comerciantes.

La influencia de Platon fue inmensa. Lamentablemente entre sus ensefianzas hubo muchas de neto
corte pseudocientifico, aceptadas por otros sin cuestionamientos debido a la gran autoridad del
filésofo. Algunos ntimeros y figuras eran considerados como dotados de propiedades o cualidades
especiales. Un ejemplo notable es el de los poliedros regulares convexos: dado que sdlo existen cin-
co, Platon vinculd cuatro de ellos (tetraedro, octaedro, icosaedro, hexaedro) a los cuatro “elementos”
de Empédocles, y el quinto (el dodecaedro) a la estructura del universo®.

24 Del griego arjé = sustancia primordial y tipos = modelo, de aqui que significa “el modelo principal”. Arque-
tipo: “Modelo original y primario en un arte u otra cosa” (DLE).

25 Puede indagar el lector sobre el platénico “mito de la caverna”.

26 “Ciencia por excelencia” es una de los posibles significados de la palabra “matematica”. Otra posibilidad
es “aquello que se aprende”, que seria de origen pitagoérico. De hecho, los miembros mas intimos de la
secta pitagorica eran llamados matematikoi.

27 Por diversas “razones”, el tetraedro fue asignado al fuego, el hexaedro a la tierra, el octaedro al aire y el
icosaedro al agua. Ellector interesado en estos asuntos puede abordar la dura lectura del Timeo de Platon.
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Aristételes, el gran Estagirita, no nos atrae aqui mayormente como filésofo. Fue inicialmente discipulo
de Platdn. Critico luego el pensamiento de su maestro y elaboré sus propias doctrinas, llegando estas
a ser tan influyentes como las platénicas. Fundé su propia escuela superior: el Liceo. Como cultores
de la matematica, Aristoteles nos convoca por otra cosa: la creacion de la lgica. En efecto, tom como
objeto de estudio el pensamiento en si mismo, tratando de establecer las leyes del “pensar correcto”, para
que en nuestros razonamientos estemos seguros de obtener conclusiones validas. Fundé asi la 16gica
clésica, que expuso en un conjunto de obras denominado Organon®. Sobre esta logica se constituy6 el
método axiomatico, que sirvié de modelo a Euclides para la composicién de sus Elementos.

Cantidades inconmensurables

;Qué son las cantidades inconmensurables? Lo ilustraremos con segmentos. Sean dos segmen-
tos que, por simplicidad, llamaremos A y B (Fig. 8).

R -

(Fig. 8) Segmentos conmensurables.

[FE)

Si dividimos A en partes iguales, decimos que lo hemos dividido en partes alicuotas®. Si un nu-
mero entero de partes alicuotas de A caben en B, o bien, un niimero entero de partes alicuotas
de B caben en A, entonces A y B son conmensurables entre si. El cociente entre las longitudes de A
y B es, en ambos casos, un ntimero racional. En la Fig. 8, arriba, vemos que '/ A cabe exactamen-
te una vez en B. También (abajo) se aprecia que '/, B cabe precisamente seis veces en A. Tenemos
que (longitud de A)/(longitud de B) = 2 para este ejemplo, siendo 2 un niimero racional.

Si ninguna parte alicuota de A (o de B) cabe exactamente en B (o en A), los segmentos son incon-
mensurables entre si*°. Esto sucede, por ejemplo, si la longitud de A es V2 = 1,414213562.. Wy la
de B es 1. En efecto:

28 El término significa “instrumento, herramienta”.
29 Parte alicuota: “La que mide exactamente a su todo, como 2 respecto de 4” (DLE).

30 “Inconmensurable” es “sin medida comun”. Otra acepcion del término (para mi conceptualmente inco-
rrecta) es “enorme, que por su gran magnitud no puede medirse” (DLE).
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- Tomando B completo, este cabe una vez en A y queda sobre A un segmento restante de longi-
tud 0,414213562...- Tomando sobre A 1,4 veces B (es decir 7 veces '/s de B), quedara un segmento
restante de longitud 0,014213562...

- Tomando sobre A 1,41 veces B (0 sea 141 veces /100 de B) nuevamente resultara un segmento-resto
de medida 0,004213562..., etcétera.

Nunca habra una cantidad de alguna parte alicuota de B que pueda cubrir totalmente a A. Cui-
dado, esto que se ha expuesto aqui no es una demostracién de esa imposibilidad. Solo se ha

mostrado un ejemplo.
- J/

El caracter noético de la matematica griega

... esta concepcidén alcanzaba a la matematica, en especial a la geometria, cuyas figuras tenian
« : : 2% ’ . . « L »
existencia en si” mucho mas que los objetos materiales que solo “participaban” de manera

imperfecta de esas formas, y que existian, justamente, por su participacion (Cabrera, 1949: 19).

El pensamiento griego fue siempre tras una realidad existente en si e humanamente inteligible,
posicién que ya identificamos como realismo. El saber se concebia como un conocer de totalidad,
sobre la idea del cosmos como una unidad. A este saber se lo conoce como noético.

La matematica griega posey6 naturalmente ese caracter. Es importante comprender esta forma de
pensar la matemaética y, por ende, sus objetos, pues difiere sustancialmente de la nuestra. Una com-
paracion con las ciencias de la naturaleza nos ayudara a entender mejor este aspecto. La biologia,
por ejemplo, estudia seres vivos que “estan alli”, por asi decirlo, en el mundo real. Si el biélogo
quiere saber mas sobre cierta planta o animal, saldra a su encuentro buscandolo en donde se halle,
o bien leera informes que otros escribieron sobre el tema, basandose en el supuesto de que hubo
un contacto efectivo con el ser estudiado.

Esto no es asi en la matematica tal como se la piensa y ejerce hoy. Los objetos matematicos son crea-
ciones de la inteligencia humana, sin existencia en el mundo fisico. Por eso la matematica y sus ob-
jetos son formales. Una recta, un grafo o el niimero 3, sdlo existen en nuestra mente. Aunque algunos
objetos matematicos surgen de abstracciones originadas en la naturaleza, esto no impide que luego
de tal abstraccién se los trate como formales. Los matematicos también crean libremente objetos
o sistemas de cosas. Esto no era asi para los griegos: un triangulo, una recta o un ntimero, gozaban
de una existencia tan real como la de un arbol o un hombre. “De alli que ellos hiciesen consistir el
procedimiento de la ciencia matematica en una mostracién, mas bien que en una demostraciéon”
(Cabrera, 1949: 9). El ente matematico griego tenia “existencia ontologica™, atributo que no tiene en
la matematica moderna.

» «

31 Ontologia: del griego onto, “el ser” y logos, “tratado”. “Parte de la metafisica que trata del ser en general y de
sus propiedades trascendentales” (DRAE).
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Dentro de la concepcion platonica de los objetos geométricos, debemos agregar la llamativa condi-
cion que debia cumplirse para que existieran: ser construibles con regla y compas®. Estos instrumen-
tos materializaban los dos movimientos considerados perfectos: el rectilineo y el circular uniforme?.

;Euclides platonico?

Uno de los interrogantes asociados con el libro Elementos es con qué finalidad fue escrito. Esta pre-
gunta tendria sencilla respuesta si tuviera prélogo, pero no lo tiene y todo lo que queda por hacer
es elaborar hipdtesis acerca de la intencion original de Euclides.

Una primera suposicion es que Elementos era un texto para escolares, pero esta queda anulada si se
observa el nivel de complejidad de la obra, lo cual induce a pensar que los destinatarios eran mas
bien conocedores avanzados.

Una segunda hipotesis es oida a menudo y hasta el cansancio: en Elementos se retine el conocimien-
to geométrico de la época, lo que es falso tal como se dijo mas arriba (véase cap. 1, pag. 33).

Posiblemente la clave esté en la filosofia. Es llamativo en la obra que su autor parece haber dejado
huellas de una formacién platénica, quizas recibida de discipulos del maestro ateniense. Entre esos
indicios se encuentran los siguientes:

- Carencia de ejemplos y aplicaciones: esto es coherente con la concepcion platdnica de la matema-
tica como ciencia pura que no debia contaminarse con usos serviles.

- Ausencia casi total de demostraciones mediante movimiento: dado que el mundo de las Ideas
era perfecto, estatico e inmutable, el movimiento, que es en si un cambio de lugar en el tiempo, no
tenia cabida en este mundo de arquetipos. Entre las primitivas pruebas geométricas de los mate-
maticos, era frecuente la demostracién de la congruencia de dos figuras mediante la superposicién
de una sobre otra, operacion que involucra movimiento. Es notable que Euclides evita en lo posible
demostrar teoremas recurriendo a este tipo de prueba, excepto cuando no le queda mas remedio,
como en la Proposicién I.4%.

- Culminacioén en la construccién de los cuerpos platdnicos: en la filosofia platonica los cinco tini-
cos poliedros regulares convexos fueron vinculados al universo y a los cuatro “elementos” (véase
este cap., pag. 45), de donde se infiere que su existencia era de una importancia metafisica evidente.
El Libro XIII, que corona todo el trabajo de Euclides, trata justamente sobre estos poliedros. Si ade-
mas se tiene en cuenta que la construccidon con regla y compas aseguraba la existencia de las figuras

32 La regla griega no es graduada y el compés es colapsable, es decir que, levantado del papel, se cierra.
Estas caracteristicas torna ilegitimos en las construcciones los transportes de segmentos tomando su me-
dida con regla o compas, como solemos hacer nosotros.

33 Esto es una hipotesis. Puede leerse en el Timeo de Platén la suma importancia asignada al movimiento
circular uniforme.

34 Se trata de un criterio de congruencia de triangulos. Como luego se precisar4, la carencia de cierto tipo
de axiomas le impedia a Euclides presentar una prueba mejor en I.4.
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construidas, entonces el gedmetra demostraba con su obra la entidad real de esos cuerpos, surgidos
impecablemente del desarrollo deductivo.

La afirmacién del tltimo item es una opinion. Sarton no la comparte; para él, que los poliedros re-
gulares cierren el trabajo de Euclides es solo una consecuencia de ser ellos una coronacién natural
y brillante de la geometria.

Las fantasticas especulaciones de Platén habian conferido a la teoria de los poliedros regu-
lares una significacion de naturaleza superior. Y de ahi que el conocimiento adecuado de
los “cuerpos platénicos” fuese considerado por mucha gente buena como coronacién de la
geometria. Proclo (2* mitad del S. V) sugiri6 que Euclides fue platénico, y que construyé su
monumento geométrico con el propésito de explicar las figuras platénicas. Esto es clara-
mente falso. Por supuesto que Euclides pudo ser platénico, pero pudo preferir otra filosofia
o pudo evitar cuidadosamente toda implicacidn filoséfica. La teoria de los poliedros regu-
lares era la culminacién natural de la geometria del espacio, y de ahi que los Elementos no
podian sino terminar con ella (Sarton, 1965: 37).

Con estas consideraciones y atendiendo a la célebre advertencia de no entrar a la Academia sin
saber geometria, tiene sentido suponer que Elementos era un texto propedéutico para estudios filo-
s6ficos superiores.

4 N
;Filosofia en el profesorado?

sEs importante que se estudie filosofia en las carreras de profesorado (distintas, obviamente, del
profesorado en filosofia)? No en vano la matemaética naci y se desarroll6 junto con la filosofia
y otras ciencias... Revisando planes de estudio actuales de matemaética de varias universidades
e institutos, he encontrado una ausencia total de materias filoséficas, o apenas unos atisbos en
alguna Epistemologia o Introduccién a la Filosofia. Esto es una pena. En mi opinion, esta omisiéon
(sinocente?) trunca la posibilidad de una mejor comprension y humanizacién de la matematica y
la ciencia en general. Aparte de la formacion técnica especifica que debe darse, son necesarias la
educacion en lo pedagodgico (psicologia y didactica) y en lo humanistico (ética, filosofia e historia).
Quitar la filosofia acenttia el riesgo de formar técnicos en vez de docentes, a la vez que niega al

futuro profesor o maestro el aprendizaje de un aspecto fundamental de nuestra cultura cientifica.
- J
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“Milagro griego” ;Ciencia vs. religion?

Labusqueda de orden y sentido en el mundo que nos rodea ha tomado diversas formas: una
de ellas es la ciencia, otra es el arte y otra es la religion (...). La ciencia se ocupa principal-
mente de descubrir y registrar los fenémenos naturales; en tanto que las artes se ocupan de
la interpretacion personal y la expresion creativa; y la religién busca la fuente, el objetivo y
el significado de todo lo anterior (Hewitt, 2007: 14).

Puede llegar a pensarse (de hecho muchos lo piensan), a partir del ejemplo del milagro griego, que
la religion es un serio obstaculo para la ciencia y que solo librandose de aquélla una civilizacién
puede lograr un desarrollo cientifico de valor. Esto es un error que nos lleva al positivismo o cienti-
ficismo. Esta postura extrema solo acepta como valido el conocimiento brindado por las ciencias.

Asi como el hombre es un ser inteligente y vive una vocacion’* a la verdad, y parte de la respuesta
dada por €l es a través de la ciencia, también es un ser con sentido estético, religioso y moral. La
historia atestigua que siempre ha habido religion, arte y preocupaciones éticas.

El fin de la religion no es el logro de la verdad cientifica, ni el fin de la ciencia es explicarlo todo, inclu-
so lo que hay en el alma del hombre y sus relaciones con la divinidad. La religion no tiene respuestas
cientificas y la ciencia no tiene todas las respuestas. Es tan incorrecto hacer de la religién una ciencia,
como hacer de la ciencia una religién. Las claves de este asunto estan en la no invasion y en la sinte-
sis. Si hay una religién més “verdadera”, deberia poder lograrse una sintesis que armonice fe y cien-
cia, como verdades complementarias, no opuestas. Afortunadamente hay gente que trabaja en ello.

35 El autor se refiere aqui sélo a las ciencias naturales, pero facilmente puede incluirse en el argumento a la
ciencia matematica.

36 “Vocacion”, del latin vocare, “llamar”. La vocacidén es un llamado.
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[Capitulo 3]

La organizacion deductiva

La logica aristotélica

El preclaro Aristoteles, en una muestra mas de su genio, tomé como tema de reflexiéon al mismo pen-
samiento: jla elucubracién aplicada a si misma! Intent6 explicar como, partiendo de unas premisas
dadas, se puede llegar a una conclusién valida. Dio génesis, asi, a la légica clasica o aristotélica.

Segtin su opinidn, ese conocimiento no es una ciencia en si, sino un medio valioso para asegurar la cer-
teza de las conclusiones de los razonamientos puestos en juego en el ejercicio de las ciencias.

El ilustre griego estudié los fundamentos sobre los que se edifican las ciencias deductivas. Enfoco
la mirada sobre razonamientos, deducciones, juicios, definiciones, axiomas, etcétera, sentando asi
las bases del método axiomdtico. Fue con la organizacion dada por este método que Euclides escribid
los Stoikheia. La logica fue asi un eficaz “cemento” que unié los ladrillos del edificio geométrico y
evitd su desgranamiento, generando una sélida estructura que se mantuvo firme por muchos siglos.

Los “ingredientes” de la organizacion de una ciencia deductiva, segiin Aristoteles, se exponen seguidamente.

Las definiciones y los entes primitivos
... es muy diferente mostrar lo que es la cosa, y demostrar que la cosa es tal cosa’.

Podemos pensar, con cierto espiritu esquematico, que la ciencia es un conjunto de afirmaciones sobre
cosas que, obviamente, se consideran verdaderas, al menos de manera provisional. La biologia, por
ejemplo, es una reunion de verdades sobre los objetos de su estudio, entre otros, las células, los
animales, las plantas y el cuerpo humano. Los asertos de la ciencia de la vida estan incluidos en su
discurso propio, constituido por explicaciones, enunciados, definiciones, etcétera. Grandes conjun-
tos de afirmaciones sobre un tema constituyen una teoria acerca de un grupo de cosas o fenémenos.

Cada ciencia tiene un vocabulario propio, palabras especificas que constituyen un léxico técnico, en
general poco o nada comprendido por los legos en la materia. Eso es asi porque al avanzar la cien-
cia se generan o descubren objetos, leyes, relaciones, procedimientos, que deben ser identificados
y para tal fin se les coloca un nombre. A su vez, esto es fundamental para alcanzar precisién en el
lenguaje sin incurrir en vaguedades o ambigiiedades. Entre otros asuntos, aqui entran en juego las
definiciones de las cosas.

1 Aristételes, Analiticos Posteriores 11, 3, 14, (en Cabrera, 1949: 69).
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La definicién es un enunciado que nos dice qué es el objeto de que se trata, de modo que no haya duda
ni confusién sobre lo que caracteriza especificamente a dicho objeto y lo hace distinguible de otro ente.

“La definicidn se refiere a lo que es la cosa, a la esencia... La definicién es siempre afirmativa, univer-

”»5

sal y tiene por objeto la esencia de la cosa definida™.

Por lo tanto, definir “cuadrado”, significa enunciar qué tiene dicha figura como esencial, como pro-
pio, que la hace distinguible entre la infinidad de las otras figuras®. Supongamos que se dice:

“Cuadrado es un cuadrilatero con cuatro lados congruentes”.
Aqui se establece como distintivo del cuadrado el “tener cuatro lados congruentes”. Sin embargo
esa caracteristica también es poseida por el rombo, y un rombo no es necesariamente un cuadrado,

luego tal definicién es inexacta (véase la Fig. 9). Si se dice:

“Cuadrado es un cuadrilatero con cuatro angulos congruentes”, resulta que también un rectangulo
cumple con dicha propiedad y nuevamente la definicién es inapropiada. En cambio, es correcto decir:

“Cuadrado es un cuadrilatero con cuatro lados congruentes y cuatro angulos congruentes”.

(Fig. 9) Un rectangulo, un rombo y un cuadrado.

Vale remarcar que esta es una definicién y no la definicién de cuadrado. Efectivamente, pueden
darse diversas definiciones de un mismo objeto, segtin a qué ente “préximo” se refiera y en qué
difiera de este*. Hemos caracterizado al cuadrado como un tipo de cuadrilatero, cuya diferencia con
los cuadrilateros en general es tener congruentes sus lados y angulos. Pero observemos estas otras
definiciones de cuadrado:

“Es el poligono regular de cuatro lados”,

“Es el poligono de cuatro lados congruentes y cuatro angulos congruentes”.

2 Aristobteles, Analiticos Posteriores 11, 3, (en Cabrera, 1949: 69).

3 Enla educacién cientifica es muy importante para la formacién intelectual de los alumnos ensenarles
a definir, ensayando definiciones de objetos simples. También, y sin caer en un excesivo puntillismo, es
provechoso exigirles alguna que otra memorizaciéon de definiciones y que reconozcan la importancia de
la precision en los enunciados cientificos.

4 Enrigor se dice que la definicion se debe referir al “género préximo” (o definiendum) seguido de la “dife-
rencia especifica” (o definiens). En la primera definicion que hemos dado del cuadrado, el género préximo
es “cuadrilatero” y la diferencia especifica es “tener cuatro lados y angulos congruentes”.
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En la primera el objeto “préximo” es poligono regular, y su especificidad es la de tener cuatro lados;
en la segunda, es poligono y la particularidad que lo diferencia de los poligonos en general, es poseer
cuatro lados y dngulos iguales.

Es interesante notar que si antes hemos definido “rombo”, podemos decir que “cuadrado es un
rombo con sus angulos rectos”. Las definiciones también dependen del ordenamiento que se les ha
dado a los contenidos cientificos.

El llamado circulo vicioso o peticién de principio consiste en citar en una definicién o demostracioén
lo que se quiere definir o demostrar. Si decimos “cuadrado es una figura cuadrada” incurrimos en
ese error, pues el adjetivo “cuadrada” hace referencia justamente a eso que queremos distinguir del
cuadrado en relacion con las otras figuras, y aqui no hemos afirmado nada’.

Dijimos que en las definiciones se recurre a un objeto préximo ya definido o caracterizado en el
desarrollo tedrico. Si un cuadrado es un “poligono regular de cuatro lados” entonces es necesario
que antes tengamos en claro qué son “poligono regular”, “poligono” y “lados”. Cualquiera de estos
términos debe estar definido antes. Si los lados son “segmentos que unen dos vértices consecutivos
[de una poligonal]”, todo se aclara provisoriamente. Pero ;qué son “segmentos consecutivos” y “po-
ligonal”? Podemos ir “hacia atras” buscando las definiciones de objetos cada vez mas elementales,
por ser constitutivos de los mas complejos. Sin embargo, esto no puede proseguir indefinidamente,

situacidn de la que se percaté Aristoteles.

Uno de los aciertos de este pensador fue entender que necesariamente unos objetos deben tomarse como
primeros, sin que haya definiciones de ellos que apelen a entes anteriores. Esos objetos dados de an-
temano para definir los demas a partir de ellos, son los entes primitivos o primeros®. En la geometria,
si vamos “hacia atras” en los conceptos, llegaremos a unos entes basicos: punto, recta y plano. No
obstante, como luego se ver4, estos no son los tinicos entes fundacionales posibles.

Aristételes distinguid, en una primera clasificacion, tres tipos de definiciones:

- Las primeras, son mas bien descripciones de los entes primitivos y estan para dar una idea de sus
caracteristicas distintivas. Como la definicion de “punto” de Euclides: “Punto es lo que no tiene
partes”. Estas definiciones ya no existen en las ciencias modernas, justamente por el hecho de ser
ambiguas, poco claras e, incluso, inttiles, pues no intervienen en las demostraciones.

- Las segundas o derivadas, manifiestan los atributos esenciales de la cosa definida, de manera tal que
se distinga inequivocamente de los objetos que no son tal cosa. Estas son las definiciones a las que

5 Héagase la prueba de pedir a alguien (mejor si no es matematico) que defina “recta”. Posiblemente incu-
rrira en circulos viciosos al decir que es una “linea derecha” o un “conjunto de puntos alineados”.

6 Es comun asociar la palabra “primitivo” con “antiguo, viejo, de los primeros tiempos”, tal como cuando
nos referimos al “hombre primitivo”, pero significa realmente “primero”.

7  Libro [, Def. 1 (Cabrera, 1949: 79). Esta fue criticada por ser negativa, es decir, por caracterizar al objeto por
algo que no tiene. Pero no deja por eso de ser ingeniosa.
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estamos acostumbrados. Como ejemplo: “Rectas paralelas son aquellas que, estando en el mismo
plano y prolongadas indefinidamente en ambos sentidos, en ninguno de ellos se encuentran”.

- Por altimo, Aristoteles distingue otras definiciones que llama silogismos® de las esencias que, si bien
son segundas, se diferencian porque en ellas el objeto definido se presenta generado a partir de otro
u otros objetos. Por ejemplo, si decimos: “cuadrado es un rectangulo con lados congruentes”, se ha
definido “genéticamente” al cuadrado a partir del rectangulo.

Otra clasificacién de las definiciones dada por el Estagirita es la de nominales y reales. Las nominales
se refieren meramente al significado de un término. Ejemplo: “Entre las figuras trilateras, el trian-
gulo equilatero es aquel que tiene tres lados iguales; isosceles, el que tiene solo dos lados iguales;
escaleno, aquel que tiene los lados desiguales™. Las reales, ademas de dar el significado del térmi-
no, aseguran que las propiedades dadas son compatibles y que la cosa definida tal vez exista.

Aqui se plantea el problema de la existencia de lo definido. En efecto, podemos inventar un sinna-
mero de definiciones, pero ;quién nos asegura que los objetos definidos existen?

... no entra en la definicién la prueba de compatibilidad de las propiedades, por donde po-
demos distinguir una definicién nominal de una real solamente si sabemos que ha sido
dada una prueba acerca de la consistencia de las propiedades, o bien que el objeto definido
existe, de hecho. La definicién nominal anterior de un triangulo equilatero se hara real en
cuanto logremos demostrar que puede construirse tal triangulo (Hausmann, 1968: 17).

Las definiciones, para Aristdteles, tenian por propésito alcanzar a caracterizar la “sustancia”
del nuevo objeto, o sea lo que éste tiene de “real”, cuya existencia se le agregaba mediante
un postulado, o proposicién existencial. Por eso una proposiciéon totalmente nominal, es
decir que asigna simplemente un nombre a una cosa, es un acto imperfecto que exige com-

plementarse con una proposicién de existencia postulada o demostrada (Cabrera, 1949: 69).

8 Esta esla definicion euclidiana de rectas paralelas, Libro I, Def. 23 (Cabrera, 1949: 87). Obsérvese que Eu-
clides menciona “prolongar” las rectas en ambos sentidos. Esto se debe a que en el pensamiento griego
una recta siempre es finita, aunque potencialmente infinita por sucesivas prolongaciones. En otra geome-
tria la definicién de paralela es bien distinta de la que hemos dado aqui, como veremos luego.

9  Silogismo: “Argumento que consiste en tres proposiciones, la tltima de las cuales se deduce necesariamen-
te de las otras dos”. (DLE). “Silogismo de las esencias” es claramente una metafora usada por Aristételes.

10 Libro I, Def. 20 (Cabrera, 1949: 87).
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Axiomas y postulados

Segun Aristoteles, ademas de ser necesarios unos entes primordiales para edificar sobre ellos la
ciencia deductiva, también hay que aceptar unos principios referidos a dichos entes y a sus relacio-
nes. Estos principios deben ser reconocidos como validos sin que medie demostracion.

Primeramente tenemos los axiomas o nociones comunes, que son enunciados generales, validos para
todas las ciencias y aceptados en virtud de la suma evidencia que poseen™. Por ejemplo: “el todo es
mayor que la parte””, afirmacién cierta en cualquier ciencia.

En segundo lugar, los postulados, que son enunciados particulares de cada ciencia, cuya evidencia
no es tan necesaria y que son igualmente aceptados a solicitud de nuestro maestro (justamente
“postular” significa “pedir, pretender, proponer”). Un ejemplo de postulado es: “Desde un punto a
otro cualquiera se puede trazar una linea recta”. Como se ve, se trata de una sentencia particular
de la geometria.

Una caracteristica importante de los postulados en el pensamiento aristotélico es que tienen como
propésito, ademas de aportar junto con los axiomas una base inicial a la teoria, dar existencia a los
entes primitivos y atribuirles caracteristicas. El postulado mencionado en el parrafo anterior es,
entonces, suficiente garantia de que la recta a que alude efectivamente existe. A partir de la con-
cepcidn griega, la entidad real de ese objeto estd asegurada por la posibilidad de construirlo con la
regla y el compas (véase cap. 2, pag. 48).

4 )
Los griegos y el infinito

El infinito siempre se present6 a la mente humana como un abismo inabordable y dificilmente
pensable. Razonar sobre una extension infinita, sobre un conjunto de incontables elementos
o sobre un lapso interminable de tiempo, guarda mas preguntas que respuestas. Aun hoy nos
cuesta entender, por ejemplo, cdmo la cantidad de puntos de una recta es infinita y que también
lo es la cantidad de puntos de un segmento ya que vemos que este es “limitado”; o como el con-
junto de los nimeros naturales y el de los naturales pares pueden ponerse en correspondencia
biunivoca, siendo que... jeste es parte de aquél! Para ordenar el infinito matematico hubo que
esperar a los trabajos de aritmética transfinita de Georg Cantor (1845-1918).

Hay dos tipos de infinito: potencial y actual. Sin pretender demasiada precisién, podemos pen-
sar el primero como el infinito que puede llegar a ser y el segundo como el que es de hecho.
Pongamos por ejemplo el caso de una recta. Nosotros estamos acostumbrados a decir, casi de
forma automatica, que la recta es infinita, asignandole como caracteristica el hecho de “no te-
ner principio ni fin”. Para nosotros, una recta es actualmente infinita, “en todo momento lo es”
(aunque aqui el tiempo no juega ningtin papel). Tomemos una “foto” de una recta en cualquier

11 “Axioma” proviene del griego (con un paso intermedio por el latin), “lo que parece justo”. Este significado
toma a su vez contenido del verbo “valorar”.

12 Libro I, Axioma 5 (Cabrera, 1949: 96). En rigor, en matemaética puede no ser cierta esta afirmacién cuando
tomamos cuando tomamos “todos” y “partes” infinitos (véase el recuadro en esta pagina).

13 Libro I, Postulado I (Cabrera, 1949: 91).
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instante: la mostraria completa e infinita tal cual es (por supuesto que ignorando lo limitado del
papel). Del mismo modo el conjunto N de los niimeros naturales, un plano, una semirrecta, son
actualmente infinitos en la concepcién que tenemos de ellos.

En el pensamiento griego el infinito actual no tenia cabida por no considerarselo inteligible.
Mas bien aceptaban que algo pudiera llegar a ser infinito pero, en un instante determinado (en
una “foto”), siempre seria finito. En el caso de la recta, se la consideraba prolongable indefini-
damente en ambos sentidos (o sea potencialmente infinita) pero siempre finita en acto. Igual-
mente, no concebian los niimeros naturales como infinitos en cantidad, sino mas bien que su
conjunto puede llegar a ser de tantos elementos como se desee, con solo afnadir los necesarios.
De aqui que no cupiera en el pensamiento griego la idea de una figura infinita, como nuestros
planos y angulos. Es por esto que en el Libro I de Elementos leemos:

“Los extremos de una linea son puntos” (Def. 3).

“Los extremos de una superficie son lineas” (Def. 5).

“Término es el extremo de alguna cosa” (Def. 13).

“Figura es lo que esta comprendido por uno o mas términos” (Def. 14) (Cabrera, 1949: 82-85).

En ese contexto es perfectamente valido el axioma “el todo es mayor que la parte”. No podemos
sostener lo mismo si aceptamos las figuras infinitas, tales como los angulos de la Fig. 10.

A H

B K C

(Fig. 10) El angulo ZHKC es parte del ZABC, sin embargo, son congruentes.

14 Las definiciones 3, 5, 13 y 14 transcriptas aqui fueron tomadas de (Cabrera, 1949: 82-85).
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Las proposiciones

Finalmente, en el esquema aristotélico de las ciencias deductivas que estamos describiendo, se ubi-
can los teoremas o proposiciones, los cuales conforman la mayor parte del cuerpo de conocimientos.

Las proposiciones surgen de la aplicacién de la l6gica a partir de los axiomas y postulados, y se dis-
ponen en un encadenamiento de teoremas que, uno tras otro, van dejando demostradas las verdades

de la ciencia en desarrollo, pudiendo ser incluidos, oportunamente, otros postulados y definiciones.

El método axiomatico constituyé un modelo de sistematizacién deductiva que fue adoptado en lo
sucesivo en otras disciplinas del conocimiento.

Resumiendo, tenemos en el ordenamiento aristotélico de una ciencia deductiva:
a. Unos entes y relaciones primitivos.

b. Unas definiciones primeras (iguales a descripciones) de dichos entes.

c.  Unas definiciones segundas (o propiamente dichas) de otros objetos.

d. Unos axiomas generales.

e. Unos postulados particulares que caracterizan a los entes primitivos y sus relaciones, y les
dan existencia.

f. Las proposiciones (teoremas) emanadas de ellos o de proposiciones anteriores ya demostradas.
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[Capitulo 4]

Apuntes sobre el Libro I
de Elementos

En este capitulo daremos una rapida mirada al “funcionamiento” del método axiomatico en Ele-
mentos. Esto no solamente es interesante sino importante para poder compararlo con los enfoques
modernos de la misma geometria'. También se intercalaran observaciones sobre asuntos de indole
metodologica o epistemologica.

Las definiciones

Las definiciones primeras que escribié Euclides tienen por objeto que el lector logre idealizar los
objetos basicos que va a estudiar:

1.%: Punto es lo que no tiene partes.

2.% Linea es una longitud sin anchura.

3.% Los extremos de una linea son puntos.

4.% Una linea recta es la que yace igualmente respecto de sus puntos.
5.% Superficie es lo que tiene solamente longitud y anchura.

6.% Los extremos de una superficie son lineas.

7.2 Superficie plana es la que yace igualmente respecto de sus rectas.

Se nota el caracter descriptivo de estas “definiciones” y su escasa claridad, aunque cumplen en par-
te el objetivo de que el lector se forme una idea de los entes primitivos.

Considerando la definicién inicial, puede pensarse que se parte de una situacién fisica concreta
(como la marca hecha por la punta de un lapiz en un papel) e intelectualmente se la lleva al limite,
para convertirla en un objeto ideal indivisible: el punto. El origen de la nocién de punto geométrico
(y también de linea y superficie), seria asi una situacion real mas una abstraccion.

La definicién 2.* no se refiere exclusivamente a una recta; recién en la 4.* aparece esta nocion. Sin
embargo, la definicién de linea recta es complicada desde el momento en que no queda bien claro

1 Existe bastante bibliografia donde se analizan los Elementos con distintos niveles de detalle. Por ejemplo
Kline (2002), Cabrera (1949), Levi (2006). Véase la Bibliografia.
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qué significa “yacer igualmente respecto de sus puntos”. Podria entenderse (entre muchas otras co-
sas) que desde cualquier punto de la recta, el resto de ella “se ve” igual y uniforme, o que cualquier
punto es indistinguible del resto, cosa que no sucede con otras lineas. Véase la Fig. 11: si fuéramos
diminutos seres sobre la recta, ya sea que estemos en A o en A’, veriamos la recta exactamente sin
cambios hacia ambos lados. No sucedera lo mismo en la curva de la derecha donde, obviamente, la
situacion del punto A es diferente de la del punto A’.

A A

A

(Fig. 11) La situacion de dos puntos A y A’en una recta y en una curva cualquiera.

De todos modos, estas son solo suposiciones y la definicion propuesta de linea recta es oscura, aun-
que meritoria. Lo mismo puede aseverarse de la definicion de superficie plana (7.%).

De las definiciones segundas que aparecen en el Libro I (Cabrera, 1949) destacamos:

8.2 Angulo plano es la inclinacién reciproca de lineas en un plano que tienen un punto comiin y que no estdn
en una misma linea recta.

9.%: Y cuando las lineas que comprenden un dngulo son rectas, el dngulo se llama rectilineo.

15.% Circulo es una figura plana comprendida por una sola linea tal que todas las rectas conducidas de un
punto entre aquellos que estdn en el interior de la figura son iguales entre si.

Noétese que la 8.% permite la extraia posibilidad de que las lineas que forman el angulo sean curvas,
mientras que de los habituales &ngulos “rectilineos” se ocupa la 9.2. Por otra parte, la definicién 8.
incluye una redundancia al definir angulo mediante el concepto de “inclinaciéon”.

En la definicién 15.2 las rectas son finitas, es decir, segmentos. No indica como se construye el circulo
(en rigor, circunferencia). También es interesante la definicion de figura (14.%), citada en cap. 3, pag. 56,
que excluye la posibilidad de las figuras infinitas.

Es importante la definicion siguiente, considerada defectuosa por algunos antiguos comentaristas
por tener una forma gramatical negativa (Bonola, 1945: 20):

23.% Rectas paralelas son aquellas que estando en el mismo plano, y prolongadas indefinidamente en ambos
sentidos, en ninguno de ellos se encuentran.

Hay muchas otras definiciones en el Libro I y al principio de los demas libros. Algunas difieren de
las nuestras y otras son similares; algunas son correctas y otras defectuosas>.

2 No se puede juzgar a Euclides desde la vision moderna con otro fin que no sea mejorar la calidad de
nuestros conocimientos. El balance de critica de los Elementos es casi totalmente a favor, con algunos
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Los axiomas (0o nociones comunes)

Segun lo corrientemente aceptado, Euclides enuncié cinco nociones comunes, aunque a lo largo de
siglos de copias y copias de copias, comentarios y traducciones, se hayan afiadido otras. Los cinco
axiomas “tradicionales” son:

Axioma 1: Cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si.

Axioma 2: Si a iguales se agregan iguales, los todos son iguales entre si.

Axioma 3: Si a iguales se sustraen iguales, los restos son iguales.

Axioma 4: Cosas que coinciden entre si son iguales.

Axioma 5: El todo es mayor que la parte.

Si bien estos son generales, tienen algunas aristas matematicas, a saber:

- El Axioma 1 puede escribirse simbélicamente:

(@a=b)Aa(c=b)=a=c

lo que denota una cierta propiedad transitiva de la igualdad. En rigor, la expresion surge de la propiedad
simétrica seguida de la transitiva, o sea: (a =b) A (b=c) = a=cy,dado que b = c = c = b, resulta lo dicho.

- Los Axiomas 2 y 3 enuncian las propiedades uniformes de la adicion y sustraccién de cantidades,
esdecinra=b=axc=bz*c

- El Axioma 4 impone que si dos cosas se superponen de manera que todas sus partes “respectivas”
coinciden, entonces son iguales. En geometria esta es la idea basica que subyace a toda congruen-
cia. Es dificil pensar en otro tipo de “coincidencia” que no sea la superposicion geométrica, razén
por la cual algunos consideran que este axioma no es general (requisito exigido a los axiomas) sino
propio de la ciencia que se estd comenzando a desarrollar.

puntos defectuosos particulares, como es de esperar, por otra parte, para una obra de los albores de la
matematica cientifica.
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Los postulados

Uno de los puntos sobresalientes de Stoikheia es, justamente, la eleccién de los axiomas y postulados
que al parecer fue del mismo Euclides. Piénsese que de ese reducido grupo de enunciados y, salvo al-
gunos defectos y omisiones, el alejandrino logré deducir el impresionante conjunto de los trece libros.
Euclides nos presenta los siguientes postulados?:

Postulado I: Desde un punto a otro cualquiera se puede trazar una linea recta.

Postulado II: Se puede prolongar una linea recta indefinidamente en linea recta.

Postulado I11: Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y con cualquier distancia®.
Postulado IV: Todos los dngulos rectos son iguales entre si.

Postulado V: Si una linea recta al caer sobre otras dos forma dngulos en el interior y del mismo lado de la

secante menores que dos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente, se encuentran en aquella parte
en la cual los dngulos son menores que dos dngulos rectos (Fig. 12).

(Fig.12) Las rectas a y b en las condiciones del postulado; se cortan a la derecha de la figura pues o + 3 < 2R.

A excepcién del IV, nétese el caracter constructivo de los postulados, por la razén de que a través de
la construccion (con regla y compas) los entes adquirian existencia ontoldgica.

El Postulado I atn hoy es ensefiado como: dos puntos determinan una vinica recta a la cual pertenecen. El
Postulado II sostiene que la recta es potencialmente infinita tal como se comenté en cap. 3, pag. 55.

El Postulado III es interesante porque en él se concede que una circunferencia puede ser de tamano
arbitrario, es decir, que no hay restricciones en la extension de la figura. Esta falta de restriccion,
que por ahora parece intrascendente, dejara de serlo cuando nos adentremos en las geometrias
hiperbélica y eliptica.

De los tres primeros postulados podemos inferir (aunque muy posiblemente Euclides no se preo-
cupara por eso) que el plano posee la propiedad de ser continuo, sin agujeros ni interrupciones®.

3 Los textos de axiomas y postulados son tomados de Cabrera (1949). De una edicién a otra de los Elementos
suelen darse notorias diferencias de términos, o, incluso, en la numeracion de los mismos o en su cantidad.

4 Distancia aqui se refiere al radio de la circunferencia.

5 Es factible considerar en geometria un plano con “agujeros”, por ejemplo, el que se obtiene quitando del
plano R? los puntos cuyas coordenadas son irracionales. Véase como muestra el plano “surd” en Moise (1974:
305y ss.). Estas construcciones tedricas son apasionantes investigaciones de los mateméticos modernos.
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El Postulado IV ha sido fuente de discusiones, que no tocaremos aqui, sobre su contenido y su ubica-
cién en el grupo de postulados. Una consideracion digna de destacar es la que sostiene que, dado que
en el Postulado V se menciona el angulo recto y que este sirve de unidad de medida y comparacion, en-
tonces Euclides quiso aclarar que el angulo recto es una suerte de unidad angular natural. Nada mal.

El Postulado V, que para nosotros sera El Postulado de aqui en adelante, tiene un largo enunciado
que, con un lenguaje mas preciso, puede escribirse asi: “si una recta (t) corta a otras dos (a y b), que-
dando formados, en uno de los semiplanos que determina, angulos conjugados internos (o y ) cuya
suma es menor que dos rectos, entonces estas rectas se encuentran en el semiplano mencionado”.
No necesitamos prolongar rectas, ya que para nosotros no son finitas como lo eran para Euclides.

La finalidad de este postulado es dar una condicién para que dos rectas de un plano se corten. Ténga-
se en cuenta que sila suma de oy 3 es cercana a dos angulos rectos, la interseccion de esas rectas pue-
de darse realmente muy lejos de los limites del papel o pizarrén donde hemos dibujado. Consecuen-
cia inmediata de esto es que si la suma es exactamente dos rectos a y b no se encuentran, son paralelas.

Lo que sigue es interesante a modo de adelanto. En el parrafo anterior hubiéramos podido afirmar
que el objeto del postulado es fijar una condicidon para que a y b se corten... ;Pero tal condicién se
“fija”? ;Es una especie de “decreto”? ;Podria haberse establecido otra condicién? ;jAcaso no es na-
tural y esperable que si los angulos conjugados internos no suman dos rectos, las rectas se encuen-
tran? Dejaremos estas preguntas sin respuesta por ahora.

El Postulado V sera uno de los pilares de nuestras reflexiones.

4 I
El Postulado V en la ensenanza

Hago alusién aqui a los angulos que quedan determinados cuando se tienen dos rectas que son
cortadas por otra, a la que se le da el nombre de “transversal”.

La Fig. 13 muestra a la izquierda dos rectas oblicuas, y a la derecha dos paralelas, cortadas por
sendas transversales. Hemos numerado los ocho angulos que quedan determinados.

(Fig. 13)

6 Dellatin trans = de un lado a otro, versus = dado vuelta, al = relativo a.
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Recordemos que:

- Se llaman externos los angulos 1,2,7,8, einternos los 3,24, 5, 6.

- Son correspondientes (entre si) los angulos de cada uno de los pares (i, 3), (2, 8), (3, 7), (4, 8).
- Conjugados internos (entre si) son los pares (4, S), (3, 6), y conjugados externos los (i\, 8), (2, 7).
- Son alternos internos (entre si) los pares (3, 3), (4, 6), y alternos externos los (2, 8), (T, 7).

Comunmente el tema se inicia mostrando el caso de las paralelas, obviandose la situaciéon mas
general de las oblicuas. En este punto de la ensefianza se introduce un axioma’: los dngulos co-
rrespondientes entre paralelas son congruentes (es el caso de, por ejemplo, 1 y 5 en la Fig. 13, dere-
cha). A partir de él es posible deducir otras relaciones entre los angulos, tales como la congruen-
cia de los alternos o la suplementariedad de los conjugados. Estas deducciones son instructivos
teoremitas que es muy aconsejable proponer a los alumnos, a fin de que tengan un indicio de
como trabaja el método deductivo, tan propio de la matematica.

Sin embargo, un enfoque alternativo desde la didactica consiste en comenzar por el caso gene-
ral de las oblicuas e introducir el Postulado V mencionandolo como “postulado de Euclides”. A
partir de ese punto se puede preguntar qué sucede si los &ngulos conjugados internos suman
exactamente dos rectos... surgiendo naturalmente asi la situacién de las paralelas, ademas de
darse una ocasidén para que los alumnos conozcan al viejo Euclides.

Algunas proposiciones

Los Elementos de Euclides son una Obra tan excelente entre cuantas nos han quedado de la
Antigiiedad, que su conservacién se debe atribuir a un especial beneficio de la Providencia.
(Euclides-Simson, 1774)

Hay dos tipos de proposiciones en Elementos: problemas y teoremas. Los primeros son sobre si-
tuaciones constructivas a resolver, lo que se consigue con la regla y el compéas. No son problemas
de usos practicos ni calculos (véase cap. 2, pag. 48). Las construcciones involucradas son estaticas
y conceptuales, es decir, se demuestra y legitima mediante teoremas que estas son posibles. Los
segundos son enunciados matematicos con su respectiva demostracion, como los habituales, recu-
rriéndose a la reductio ad absurdum® en muchos de ellos.

Seguidamente se transcribiran algunas proposiciones del Libro I, que nos mostraran el modo en
que discurren las demostraciones. Las nuestras abundan en simbolismo; las de Euclides, en cam-
bio, son presentadas en estilo mas descriptivo. He tomado el texto (de antiguo estilo ya que es del

7  Considérese que en la actualidad las palabras “axioma” y “postulado” son para nosotros sinénimos, razén
por la cual las intercambiamos libremente.

8 Elmétodo de demostracion por reduccién al absurdo (o indirecto) consiste en negar la tesis y comprobar
que aceptando tal negacién se llega a una situaciéon imposible. Esto lleva a que la tesis es verdadera.
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siglo XVIII) de la traducciéon de Robert Simson de algunos libros de Elementos (Euclides-Simson,
1774). Entre corchetes se aclaran algunos términos.

Proposicién 1. Problema. Sobre una recta dada terminada [segmento] construir un tridngulo equildtero.
Sea la recta dada terminada AB; y hayase de construir sobre ella un triangulo equilatero.

Con centro A e intervalo [radio] AB describase un circulo [circunferencia] * BCD; asimismo con cen-
tro B e intervalo BA describase el circulo ACE; y desde el punto C, donde se cortan mutuamente las
circunferencias de los circulos, tirense [tracense] las rectas [segmentos]  CA, CB a los puntos A, B; y
resultara el triangulo equilatero ABC.

Porque siendo el punto A centro del circulo BCD, sera igual © la recta CA a la AB; asimismo siendo el
punto B centro del circulo CAE, sera la recta BC igual a larecta AB; y ya esta demostrado, que la recta
CA es igual a la AB; luego ambas rectas CA y BC son iguales a AB: es asi que las cantidades iguales a
una misma son iguales entre si; ¢ luego la recta CA es igual a la BC. Luego las tres rectas CA, AB, BC
son iguales entre si. Por consiguiente sera ABC un tridngulo equilatero, y estara construido sobre la
recta dada terminada AB. Lo que debia hacerse.

(Fig. 14) Ilustracién de la Proposicién L1 (“I” indica el libro y “1” el teorema).

Las letritas-superindices remiten a la justificacion de lo afirmado, a saber: * Postulado III, ® Postulado I,
¢ Definicién 15, ¢ Axioma 1.

El razonamiento es impecable, aunque podria simplificarse con el empleo de alguna notacién’.

Hay un punto débil que se objeta en este teorema: Euclides da como un hecho que las circunferen-
cias se intersectan. Esto, en un tratamiento riguroso, seria un desajuste pues deben estar previa-
mente establecidas las condiciones bajo las cuales esas curvas se encuentran. No obstante estamos

4

a favor del alejandrino: “... la sutileza moderna de ver alli una propiedad topoldgica que es necesa-

rio demostrar o admitir explicitamente no estaba todavia en el pensamiento” (Levi, 2006: 109).
Proposicién 2. Problema. De un punto dado tirar [construir] una recta [segmento] igual a otra dada.

Sea el punto dado A, y la recta dada BC; y hayase de tirar desde dicho punto una recta igual a la BC.

9 El desarrollo de la notacién matemaética insumié muchos siglos de esfuerzos y los ingenios de muchos.
Recién hacia el siglo XVI en Europa, la notacion simbélica se aproximé a la moderna. Somos afortunados
por gozar de los beneficios de la potente notacion simbdlica actual.
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Tirese desde el punto A al punto B la recta AB, * y construiiyase sobre ella un triangulo equilatero
DAB;® prolénguense DA, y DB; “y con centro B e intervalo BC describase el circulo CGH. ¢ Describase
también con centro D e intervalo DG el circulo GLK, y sera AL la recta que se pide.

Porque siendo el punto B centro del circulo CGH, sera la recta BC igual a la BG. ¢ Y siendo del mismo
modo D centro del circulo GLK, sera la recta DL igual a la DG, de las cuales la parte DA es igual a
la parte DB; luego la restante AL sera igual a la restante BG; f pero ya queda demostrado, que la BC
esigual a la BG; luego una y otra AL y BC son iguales a la recta BG; es asi que las cantidades iguales
a una misma son iguales entre si; luego también la recta AL es igual a la BC. Por consiguiente se ha
tirado del punto dado A la recta AL igual a la recta dada BC: L. Q. D. H.

(Fig. 15) Ilustraciéon de la Proposicion I.2.

Las justificaciones (superindices) son: * Postulado I, * Proposicion L, ¢ Postulado II, ¢ Postulado III,
¢ Definicion 15, f Axioma 3. La sigla L. Q. D. H. significa “lo que debiamos hacer”. En los teoremas la
sigla es L. Q. D. D.: “lo que debiamos demostrar™™.

La primera impresién que nos llevamos de este teorema es lo complicado de la construccion para
un fin tan modesto como es el transporte de un segmento a partir de un punto. Nosotros efectuamos
dicha operacion geométrica en forma mas directa con algtin instrumento (un compas o una regla
graduada), procedimiento que tiene su fundamentacion tedrica en los axiomas de congruencia”.

El uso del compas euclidiano para transportar segmentos no estaba permitido, ya que al levantar-
lo del dibujo la abertura podia alterarse. Evidentemente los griegos no podian garantizar que el
compas mantuviera la abertura durante su “viaje” de un punto a otro del dibujo, al ser levantado,
lo cual era un asunto muy serio tratdndose la geometria de una ciencia de objetos reales. Tampoco
era licita la utilizacién de la regla porque la misma carecia de graduacién, lo cual hace impensable
e impracticable tomar la medida del segmento para hacer una copia de él en otra parte.

10 En algunos textos aparece L. C. Q. H. (o D.): lo cual queriamos hacer (o demostrar), o bien, en latin Q. E.
F. (o D.): quod erat faciendum (o demonstrandum).

11 Para los axiomas modernos de congruencia véase el cap. 6. Contrariamente a lo que podria parecer, el
transporte de segmentos con compas es mas preciso que el efectuado con regla graduada. jDebemos re-
cuperar las construcciones geométricas en las aulas!
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Lo dicho no implica que cada vez que habia que transportar un segmento se hiciera la complicada
construccién de I.2. La proposicién nada mas demuestra que es posible una construccion de un seg-
mento congruente con otro sobre una base firme derivada de la aplicacion del método axiomatico.
Para aclarar un poco mas el sentido de estas construcciones leemos a continuacién a Beppo Levi:

En el moderno método axiomatico nosotros postulamos: dado un segmento, existe uno
(inico) igual sobre una semirrecta arbitrariamente asignada (con un extremo en el origen
de esta). (...) nosotros no nos preocupamos del modo como aquella existencia se realiza;
podria ser una medicidn, un transportador de segmentos; lo inico que nos interesa es la
deduccién sucesiva. Euclides, para combatir al empirista que decia “medimos” o “tendemos
una soga”, debia realizar la igualdad por medio de una construccidén estatica, una figura
permanente que asegurara toda la operacion, aunque fuera solo en la imaginacién. El ins-
trumento que permite efectuar la construccion es el circulo; pero no el circulo material-
mente trazado por el movimiento continuo de un compas cualquiera, sino el circulo del
cual el postulado 3 pide sea concedido existir con cualquier centro y por cualquier punto
(Levi, 2006: I111).

No son mencionados en la prueba los puntos E y F, pero estos son necesarios como puntos finales
de las prolongaciones de las “rectas” DA y DB.

Proposicién 4. Teorema. Si dos tridngulos tienen dos lados del uno respectivamente iguales a dos lados del
otro, e iquales los dngulos contenidos por estos lados, tendrdn las bases iguales; un tridngulo serd igual al otro;
y los demds dngulos opuestos a lados iguales serdn también iguales.

Sean dos triangulos ABC, DEF, que tengan los dos lados AB, AC respectivamente iguales a los dos
DE, DF; es a saber el lado AB igual al DE, y el AC al DF;y el angulo BAC igual al EDF. Digo, que tam-
bién la base BC ser4 igual a la base EF, el triangulo ABC igual al triangulo DEF, e iguales los demas
angulos opuestos a lados iguales; esto es, que el angulo ABC sera igual al DEF, y el ACB al DFE.

Porque sobrepuesto [superpuesto] el tridngulo ABC al DEF, y colocado el punto A sobre el D, y la
recta AB sobre la DE, caera también el punto B sobre el E, por ser la linea AB igual a la DE; y por con-
siguiente caera del mismo modo la recta AC sobre la DF, pues el angulo BAC es igual al EDF; por cuya
razén el punto C caera sobre el F, siendo la recta AC igual a la DF; ademas de esto el punto B coincide
con el E; consiguientemente la base BC cae sobre la base EF; porque si cayendo el punto B sobre E, y
el C sobre el F, no cayera la base BC sobre la EF, dos rectas encerrarian espacio, lo cual es imposible;
a por consecuencia todo el triangulo ABC se ajustara al triangulo DEF, y sera igual a él; y los angulos
restantes se ajustaran a los restantes, siendo al mismo tiempo iguales a ellos; es a saber el angulo ABC
al DEF,y el ACB al DFE. Luego si dos tridngulos tuvieren... etc. Lo que debia demostrarse™

12 iPuf! (licencia poética).
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A D

(Fig. 16) Ilustracién de la Proposicién I.4.

En la argumentacién de esta proposicién, el inico superindice (*) sefiala al “Axioma 10: Dos lineas no
encierran espacio”, incluido en Euclides-Simson (1774: 6), pero no entre los axiomas en las ediciones
criticas més aceptadas de los Elementos. De hecho, la obra citada presenta doce axiomas.

Las pruebas por superposicion son de lo mas antiguo de la geometria. Bastaba con encimar las figu-
ras y, si sus respectivas partes coincidian, se probaba su congruencia. Euclides, en el teorema ante-
rior, recurre a este tipo de prueba, en lo que no es otra cosa que el primer criterio de congruencia de
tridngulos o criterio LAL (lado-angulo-lado). Este razonamiento, que involucra el movimiento, no
encaja en el contexto de los Elementos, donde predominan las argumentaciones estaticas y donde
parece querer evitarse, precisamente, el movimiento®. Recuérdese que este hecho refuerza la hi-
potesis del platonismo de Euclides (véase cap. 2, pag. 48). Sin embargo, no habia muchas opciones
para él porque entre sus axiomas y postulados, ninguno se ocupaba de relaciones entre segmentos
y dngulos, a excepcion del postulado IV, insuficiente para basar en él una prueba de I.4. Segun al-
gunos autores, esta proposicién habria sido originalmente una definicién, luego puesta entre los
teoremas por copistas o traductores; o bien se trataria de una corrupcién del texto original, o de un
material afiadido posteriormente. Favorece a esta Gltima opinién la presencia del citado Axioma 10,
que no esta en la lista clasicamente admitida de cinco axiomas.

Proposicién 5. Teorema. Los dngulos en la base del tridngulo isdsceles son iguales entre si; y prolongados
sus lados, serdn también entre si iquales los dnqulos que estdn debajo de la base™*

(Fig. 17) Ilustracién de la Proposicion 1.5.

13 Elmovimiento no admitido en la geometria es el fisico, que involucra al tiempo. El movimiento geométri-
co, en cambio, es ajeno al tiempo y se teoriza mediante funciones o transformaciones tales como la tras-
lacién, la rotacion, las simetrias, etc. Pero esto es moderno. Véase en el cap. 14 el enfoque de Puig Adam.

14 Esmas correcto decir “los angulos adyacentes al lado desigual”, ya que los tres lados del tridngulo pueden
considerarse como bases.
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La demostracién (que no incluimos) es larga y enrevesada, aunque facil. La Proposicién 1.5, es deno-
minada pons asinorum, o sea, “puente del asno”. En una de sus humoradas, Coxeter anota:

El mote “pons asinorum” de este famoso teorema probablemente provenga de la apariencia
de puente que tiene la figura de Euclides (con las rectas auxiliares que intervienen en su
demostracién bastante complicada) y de la idea de que cualquiera que no lo cruce ha de ser
un borrico (Coxeter, 1971: 28).

Proposicién 16. Teorema. Prolongado un lado de cualquier tridngulo, el dngulo externo es mayor que cual-
quiera de los internos opuestos.

Sea el tridngulo ABC, y prolonguese el lado BC hasta el punto D. Digo, que el angulo externo ACD
sera mayor que cualquiera de los internos opuestos, esto es CBA, BAC. Cortese en dos partes iguales
AC en el punto E (L.10)", y tirada la BE, prolonguese hasta el punto F, de manera que sea EF igual a
BE, tirese asimismo FC, y prolonguese AC hasta el punto G.

Porque siendo AE igual a EC, y BE a EF, las dos AE, EB son respectivamente iguales a las dos CE, EF, y el
angulo AEB igual al CEF, por ser verticales (L.15)%; luego la base AB es igual a la base CF, y el tridngulo
AEB igual al CEF, y los demas angulos iguales entre si (I.4), a los cuales estan opuestos lados iguales:
luego el angulo BAE es igual al ECF; es asi que el ECD es mayor que el ECF; por consiguiente el ACD
sera mayor que el BAE. De la misma manera dividida en dos partes iguales la recta BC, se demostrara,
que el angulo BCG, esto es el ACD (L.15), es mayor que el ABC. Luego prolongado, etc. L. Q. D. D.

A F

’ \

G

(Fig. 18) Ilustracion de la Proposicion L16.

La siguiente proposicion es clave y tendré en lo sucesivo gran protagonismo. Recomiendo al lector
que le conceda su atencién y un lugarcito en su mente y corazén.

15 l.10: Problema: dividir en dos partes iquales una recta dada terminada [segmento]. Desde aqui pondré entre
paréntesis las justificaciones que aluden a otras proposiciones.

16 L15: Teorema: si dos rectas se cortan mutuamente, formardn dngulos verticales [opuestos por el vértice] iguales
entre si.
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Proposicién 17. Teorema. Dos dngulos cualesquiera de todo tridngulo tomados juntos [sumados], son me-
nores que dos rectos.

Sea el triangulo ABC. Digo, que cualesquiera de sus dos angulos tomados juntos, serdn menores
que dos rectos.

Prolénguese BC hasta D, y siendo ACD el d&ngulo externo del tridangulo ABC, sera mayor que el angulo
interno opuesto ABC (L.16); juntese a dichos dos el ACB, y resultara que los &ngulos ACD, ACB son ma-
yores que los ABC, ACB; es asi que los ACD, ACB son iguales a dos rectos (1.13)7; luego los dngulos ABC,
BCA son menores que dos rectos. Con el mismo método se demostrara, que los angulos BAC, ACB,
y también los CAB, ABC son menores que dos rectos. Por consiguiente dos angulos, etc. L. Q. D. D.

A

B c D

(Fig. 19) [lustracion de la Proposicién L17.
Proposicién 18. Teorema. En todo tridngulo, el dnqulo opuesto a mayor lado es mayor.

Omitimos la demostracién. La finura de Euclides se pone de manifiesto en que la siguiente Propo-
sicién, la 19, es la reciproca:

En todo tridngulo el lado opuesto a mayor dngulo es mayor.

La préctica de dar un teorema y su reciproco es comtn en Elementos.

En el siguiente teorema se presenta la conocida desigualdad triangular.

Proposicién 20. Teorema. Dos lados cualesquiera de todo tridngulo tomados juntos son mayores que el otro.

Proposicién 24. Teorema. Si dos tridngulos tienen dos lados del uno respectivamente iguales a dos lados del
otro, y desiguales los dngulos comprendidos, el que tenga mayor dngulo tendrd mayor base.

(Fig. 20): Triangulos con dos lados respectivamente congruentes (Proposiciones 24 y 25).

17 L13: Teorema: cuando una recta insiste sobre [= corta a] otra, forman dos dngulos, los cuales serdn, o dos rectos, o
juntos iguales a dos rectos.
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Proposicién 25. Teorema. Si dos tridngulos tienen dos lados del uno respectivamente iguales a dos lados del
otro, y desiguales las bases, el que tenga mayor base tendrd mayor dngulo comprendido por los lados.

El préximo teorema se refiere a nuestro segundo criterio de congruencia de tridngulos (ALA = an-
gulo-lado-angulo), aunque ampliado, ya que en nuestro criterio acostumbrado los angulos son ad-
yacentes al lado y aqui tenemos incluida una situacion mas:

Proposicion 26. Teorema. Si dos tridngulos tuvieren dos dngulos del uno respectivamente iguales a dos dnqu-
los del otro, y un lado igual a un lado, siendo estos los adyacentes a los dngulos iguales, o los opuestos a dngulos
iguales; tendrdn también los otros lados respectivamente iguales entre si, y el otro dngulo igual al otro dngulo.

A partir de ahora Euclides incluye un grupo de teoremas relacionados con el paralelismo de rectas:

Proposicién 27. Teorema. Si una recta cayendo sobre otras dos forma los dnqgulos alternos iguales entre si,
estas rectas serdn entre si paralelas.

Supdngase que cayendo la recta EF sobre las rectas AB, CD forma los dos dngulos alternos AEF, EFD
entre si iguales. Digo que la recta AB sera paralela ala CD.

Porque sino lo fuese, prolongadas las lineas AB, CD, se encontrarian hacia BD®, o AC; prolonguense
y encuéntrense hacia BD en el punto G, y resultaria el angulo externo AEF del triangulo GEF mayor
que el angulo interno opuesto EFG (L.16); lo que es imposible por haberse supuesto igual, luego
prolongadas las lineas AB, CD no se encontraran hacia BD.

Semejantemente se demostrara que tampoco se encontrarian hacia AC; es asi que las que nunca se
encuentran son paralelas; luego AB es paralela a CD. Por consiguiente si una, etc. L. Q. D. D.

A E 5

C Fig D

(Fig. 21) Ilustracién de la Proposicién I.27.

Proposicién 28. Teorema. Si una recta cayendo sobre otras dos forma el dngulo externo igual al interno
opuesto hacia la misma parte, o bien los dngulos internos de una misma parte iquales a dos rectos, serdn las
dos lineas paralelas.

En términos actuales decimos que si se forman angulos correspondientes iguales o conjugados
internos suplementarios, las rectas cortadas por la transversal son paralelas.

18 No es precisa la expresién “encontrarse hacia BD”. Es mejor mencionar el semiplano de borde EF que
contiene a B, por ejemplo.

19 Def. 35: Paralelas o equidistantes son las rectas que estando en un mismo plano, prolongadas por ambas
partes al infinito, jamas se encontraran. Nétese la condicion de finita que caracteriza a la recta, motivo por
el cual se habla de “prolongadas...” y “se encontraran”.
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Proposicion 29. Teorema. Cayendo una recta sobre dos paralelas, formard los dnqulos alternos iguales entre
si, el externo igual a su interno opuesto de la misma parte, y los internos de la misma parte iguales a dos rectos.

O sea: si una recta corta a dos paralelas determina angulos alternos congruentes, angulos corres-
pondientes congruentes y angulos conjugados suplementarios. Notese en la siguiente prueba como
la ausencia de notacion y simbolismo hace realmente arduo su seguimiento. Pero jadnimo!

Caiga la recta EF sobre las rectas paralelas AB, CD. Digo, que formara los angulos alternos AGH,
GHD iguales entre si; el externo EGB igual al interno opuesto de la misma parte GHD; tilltimamente
los internos de la misma parte BGH, GHD iguales a dos rectos.

A 2 B

(Fig. 22) Ilustracién de la Proposicién 1.29.

Porque si el angulo AGH fuera desigual al GHD, uno de ellos seria mayor. Séalo el AGH, y junteseles
el BGH: resultaran los angulos AGH, BGH mayores que los BGH, GHD; es asi que los angulos AGH,
BGH son iguales a dos rectos (1.13): luego los BGH, GHD serian menores que dos rectos; pero las
rectas, que con otra forman los dngulos internos de la misma parte menores que dos rectos prolon-
gadas al infinito, se encuentran (Post. V); luego las rectas AB, CD prolongadas al infinito se encontra-
rian; es asi, que no se encuentran, pues se supusieron paralelas; luego el angulo AGH no puede ser
desigual al GHD; luego sera igual. También el angulo AGH es igual al EGB (L.15); luego el EGB sera
igual al GHD; afiddase el angulo BGH, y resultaran los angulos EGB, BGH iguales a los BGH, GHD;
es asi que los EGB, BGH son iguales a dos rectos (1.13); luego seran asimismo iguales a dos rectos los
angulos BGH, GHD. Por consiguiente cayendo etcétera L. Q. D. D.

Es esta proposicion la primera en la que Euclides utiliza el Postulado V en la argumentacién®, lo
cual desde siempre resulté llamativo para los matematicos, porque hay teoremas anteriores al 1.29 en
los cuales se lo podria haber usado, como 1.16 y L.17. Sin embargo, Euclides prefiri6 seguir otro camino,
como si al parecer quisiera aplazar lo mas posible su utilizacién. Pero esto es solo un supuesto.

El propésito de Euclides (...) de utilizar el postulado V lo mas tarde posible, se pone de ma-
nifiesto al demostrar, mucho antes, las proposiciones (16) y (17) como teoremas indepen-
dientes de é1*, pudiendo haberlas demostrado como simples corolarios de esta proposicion

(Cabrera, 1949: 137).

20 En Euclides-Simson (1774) ese postulado figura como Axioma XII. El autor s6lo considera los tres pri-
meros postulados y luego enumera una larga lista de doce axiomas. “Nuestro” postulado IV aparece alli
como Axioma XI.

21 “Teoremas independientes de é1” significa que no se los utiliza en la argumentacién de la prueba (véase
cap. 5, pag. 86).
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Las cuatro conocidas proposiciones que siguen pareceran al lector dignas de pocos comentarios. Sin
embargo, al finalizar el itinerario propuesto entendera mejor su significacion. Nétese que desde la
Proposicién 27 y hasta la 31 Euclides esta desarrollando la teoria euclidiana del paralelismo. La 32 in-
cluye dos teoremas muy importantes: el del angulo exterior y el de la suma de angulos de un triangulo.

Proposicién 30. Teorema. Las rectas que son paralelas a una misma recta son paralelas entre si.
Proposicién 31. Problema. Por un punto dado tirar [construir] una paralela a una recta dada.

Proposicion 32. Teorema. En todo tridngulo, prolongado uno de sus lados, el dngulo externo es igual a los dos
internos opuestos [sumados), y los tres dngulos internos de todo tridngulo [sumados] son iguales a dos rectos.

Sea el tridangulo ABC y uno de sus lados BC prolénguese hasta D. Digo que el angulo externo ACD

sera igual a los internos opuestos CAB, ABC; y que los tres angulos internos ABC, BCA, CAB del trian-
gulo seran iguales a dos rectos.

A E

B c D

(Fig. 23) Ilustracién de la Proposicion 1.32.

Tirese por el punto C la CE paralela (I.31) a la recta AB; siendo estas dos lineas paralelas, y cayendo
sobre ellas la AC, los angulos alternos BAC, ACE resultan entre si iguales (I.29). Ademas, como AB
es paralela a CE, y sobre ambas cae la recta BD, el dngulo externo ECD es igual al interno opuesto
ABC (1.29); luego el angulo externo ACD es igual a los dos internos opuestos CAB, ABC. Anadase a
ambos el angulo ACB, y resultaran iguales los &ngulos ACD, ACB a los tres CBA, BAC, ACB; es asi que
los dngulos ACD, ACB son iguales a dos rectos (1.13); luego también los angulos CBA, BAC, ACB son
iguales a dos rectos. Por consiguiente en todo etcétera, L. Q. D. D.

Proposicidn 33. Teorema. Las rectas [segmentos] que juntan [unen)] hacia una misma parte los extremos
de dos rectas [segmentos] iguales y paralelas, son también iguales y paralelas entre si.

Esto es: los segmentos comprendidos entre segmentos iguales y paralelos son iguales y paralelos. Este teore-
ma establece la existencia de los paralelogramos y su conocida propiedad de tener lados opuestos
congruentes y paralelos.

El Libro I finaliza con la clasica y bella demostracién del teorema de Pitagoras (I.47), basada en la
equivalencia de figuras, y su reciproco (I.48). No incluyo aqui dichos teoremas por no ser de interés
para los fines perseguidos. Sin embargo, debe reconocerse en ellos un auténtico monumento de la
humanidad, del cual la siguiente figura es un simbolo inmortal.
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D L E

(Fig. 24) Ilustracion de la Proposicion 1.47, el teorema de Pitagoras.

Mucho mas puede agregarse en un analisis de Elementos, pero tanto se ha escrito (jdesde su apa-
ricién existen comentarios!) que no tiene sentido continuar repitiendo ideas, e invitamos al lector
interesado a investigar por su cuenta el asunto.

En resumidas cuentas, hemos mostrado hasta aqui un contenido geométrico ciertamente elemen-
tal, pero cuyo tratamiento por parte de Euclides, fue muy diferente del moderno. No es la intencion,
sin embargo, someter inttilmente al lector a un arduo ejercicio de concentracion en su seguimien-
to. Por ello, a modo de cierre, exponemos brevemente las razones que nos llevaron a escribirlo:

- Mostrar brevemente como discurren las demostraciones “al modo euclidiano”, con ese estilo na-
rrativo tan peculiar, aunque inadecuado por ser engorroso y repetitivo.

- Poner en evidencia el uso sistemético y cuidado de una argumentacién basada en verdades ya
aceptadas o demostradas con anterioridad (esto es, la aplicacion del método axiomatico), lo que
también pone en relieve la sofisticacién de la obra.

- Dar una idea del nivel de los contenidos abordados. No obstante, lo expuesto aqui es muestra
insuficiente, pues en los demaés libros se tratan asuntos bien variados y de similar o atiin mayor
complejidad que los del Libro 1.

- Mostrar la conexion entre la geometria de objetos reales de Euclides y la filosofia, en un saber de
totalidad (noético), donde hay razones para que una construccién o un trazado se haga de un modo
y no de otro, con instrumentos determinados; donde la carencia de usos practicos y la ausencia de
movimiento obedecen a la concepcidon que se tenia de la matematica y sus objetos. En este con-
texto un teorema demostrado significaba el descubrimiento de una verdad metafisica. Por ejemplo, la
Proposicién I.10, en la que se demuestra la construccién de la mediatriz de un segmento y, por ende,
la determinaciéon de su punto medio, tiene la implicacién filoséfica de que un segmento admite
divisibilidad infinita o, en otras palabras, que entre dos puntos de un segmento siempre hay otro.

- Dar aviso de como Euclides tenia ya la fina (y moderna) idea de no recurrir a un postulado a no
ser que esto fuera estrictamente necesario, tal como quedé patente en las demostraciones de 1.16 y
L.17 sin usar el Postulado V, cosa que podria haber hecho tranquilamente y que le habria significado
ahorrarse esfuerzos.
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[Capitulo 5]

Algunas nociones de axiomatica

Axiomas, su doble funcién

Se parte de ciertas “cosas”, de “elementos” que se retinen en “conjuntos”. Las propiedades
de los objetos se fijan mediante un sistema de axiomas. A partir de estos axiomas se alcanza,

por deduccion logica, otras proposiciones, los “teoremas” de la teoria (Meschkowski, 1967: 7).

A fin de que podamos continuar hacia nuestro objetivo, es necesario entrar ahora en contacto con algu-
nas nociones fundamentales de la axiomatica. Esta disciplina tiene por finalidad el estudio, justamen-
te, de los axiomas y de conjuntos de ellos que constituyen los denominados “sistemas axiomaticos”.

Dejemos a Euclides por un momento y ubiquémonos en la matematica moderna. No existe ahora
distincién entre los conceptos de axioma y postulado (véase cap. 3, pag. 55), ambos términos se
toman como sinénimos. En efecto, se vera que no hay motivo alguno para diferenciarlos.

Un axioma o postulado es un enunciado que se acepta como valido sin que medie una demostracion.
La mayor o menor evidencia que presenta no incide en su aceptacion.

Un conjunto de axiomas que se adopta en la teoria de una ciencia deductiva a fin de fundamentar-
la, se denomina sistema de axiomas. Por lo general un grupo mayor de axiomas va al principio de la
teoria y, eventualmente, durante el desarrollo se introducen otros. Diremos que dicha ciencia (o su
teoria) ha sido axiomatizada. Entonces, una primera finalidad de los axiomas es fundamentar una
ciencia deductiva.

Los axiomas se refieren a los entes y relaciones primitivos, que no poseen definicién'. Hoy se pres-
cinde de las definiciones primeras (véase cap. 3, pag. 53), porque no son verdaderas definiciones, y
por ser un tanto artificiosas o ambiguas. Ademas, son inttiles pues no intervienen en el desarrollo
de la teoria ni en las demostraciones.

Ahora bien, Euclides escribi6 “punto es lo que no tiene partes” y “linea es una longitud sin anchura”
y, en virtud de esas definiciones primeras, nos formabamos una idea de qué son esos entes. Pero si
las quitamos, ;como sabremos en qué consisten los entes primitivos? La respuesta es que de eso se
encargan los axiomas, delimitando las caracteristicas que tienen y determinando cémo se vinculan
unos entes primitivos con otros. A continuacién se discute un caso correspondiente al campo del
algebra lineal (Grossman, 1995: 292):

’ . . s, . « » (3 » (43 ”» M
1 En geometria son relaciones primitivas, por ejemplo, “pasar”, “contener”, “cortar”, establecidas entre
puntos, rectas y planos.
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Un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, llamados vectores, junto con dos opera-

ciones llamadas adicién® y multiplicacién por un escalar [nimero proveniente de un cuerpo,

como puede ser R] que satisfacen los diez axiomas enumerados a continuacién (...)

L.Six eVyy eV, entoncesx +y €V.

II. Paratodox,yyzenV,(x +y) +z=x+ (y +2).

II1. Existe un vector o €V tal que paratodox €V, x+0=0+x=x.

IV. Six €V, existe un vector —x en V tal que x + (-x) = 0.

V.Sixyyestanen V, entoncesx +y =y + x.

VI. Six €Vy a es un escalar, entonces ox €V.

VII. Six y y estdn en Vy a es un escalar, entonces o(x + y) = ox + 0uy.

VIIL Six eVy oy 3 son escalares, entonces (o + f)x = oux + Px.

IX. Six eVy ay B son escalares, entonces a(3x) = (ap)x.

X. Para cada vector x €V, 1x = x.
Lo interesante aqui es que los diez axiomas anteriores, tomados en conjunto, cumplen con el objetivo
de dejarnos en claro qué se entiende por “vector”. En la teoria, en vez de definir “vector” como tal o
cual cosa, el sistema de axiomas es el que se encarga de decirnos lo que es, presentdndonos una lista
de caracteristicas que poseen los objetos que llamaremos con ese nombre. Por lo tanto, si nos pre-
guntamos ;qué es un vector? la mejor respuesta es “todo objeto que verifica los axiomas I a X dados”.
El ejemplo de los axiomas de espacio vectorial es ilustrativo, ya que hay un conjunto variado de
entes que los verifican y que asi se ganan el derecho de ser denominados “vectores”. Entre ellos

tenemos (Grossman, 1995: 293-296)%

- elementos de R’, R*y, en general, de R", es decir, los pares ordenados (x; x ), las ternas (x; x ; XS) y
las n-uplas ordenadas (x; x ; ...; x,) de ntimeros reales;

- polinomios de coeficientes reales y grado menor o igual a n;
- funciones reales continuas definidas en el intervalo [o, 1];
- matrices de tamafo m x n con componentes reales;

- n-uplas de ntimeros complejos (c; c; ..; c,) de C".

2 Sibien en el texto de Grossman en espaiiol dice “suma”, es incorrecto denominar asi a la operacion. Su
nombre es “adicién”, siendo “suma” su resultado.

3 Téngase en cuenta que para cada ejemplo citado corresponde considerar las operaciones adicién y mul-
tiplicacion, definidas particularmente para cada grupo de objetos (matrices, n-uplas, funciones, etc.).
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En pos de otros ejemplos, si el lector lo desea puede explorar otros sistemas axioméaticos como el de
los axiomas de Peano para los nimeros naturales, o los postulados de grupo, anillo y cuerpo, que
caracterizan a las estructuras algebraicas asi denominadas*.

Como los axiomas se refieren a los entes primitivos, decimos que ellos, actuando conjuntamente,
definen implicitamente a dichos entes. Por esto, a través de su comprensién adquirimos la nocién de
qué son esos objetos, sin que sea necesario darles una definiciéon aparte.

Tomando como punto de comienzo los postulados y aplicando las reglas de la légica, surgen los
teoremas. Estos a su vez sirven de base para otras demostraciones. De esta manera el conjunto de
los teoremas se va ampliando progresivamente, como se muestra en el esquema siguiente.

ENTES i

LEIONAS  pe— definen / PRIMITIVGOS BASE DE LA
| im plicitamente o CIENCIA
\1] RELACIONES DEDUCTIVA
eyes logicas PRIMITIVAS
‘
eves logicas TS DESARROLLO DE

TEOREMAS i el Etc | LA CIENCIA
REEEEN 4 DEDUCTIVA

La ciencia deductiva tiene entonces dos tipos de enunciados-verdades®:
- los que se aceptan sin demostracion (axiomas), y
- los que se demuestran (teoremas).

Exceptuando las definiciones, no puede haber enunciados en la teoria que no se encuadren dentro
de uno de estos dos tipos. La disciplina solo puede contener lo que puede deducirse de los axiomas.

Diversas interpretaciones de los entes primitivos

Pueden existir diferentes interpretaciones de los entes primitivos, con la sola exigencia de que satis-
fagan los postulados correspondientes.

Esto quiere decir, por ejemplo, que toda cosa que verifique los axiomas referidos a “rectas” podra
ser identificada como tal, aunque no concuerde con la recta clasica o intuitiva a que estamos habi-
tuados. Esto es importante, pues asi el ente primitivo adquiere distintas acepciones, y esto posibilita
SU USO en otros campos.

4 Paraaproximarse a estos temas recomiendo al lector el excelente libro Algebra I de Armando Rojo.

5 Sobre qué se entiende por “verdad” en matematica, véase este cap., pag. 92.
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Pongamos un momento la atencion sobre el siguiente enunciado, tan comin para quienes conocen

»

la geometria analitica plana: “Las rectas y = 2x + 5 y x + y — 2 = 0 concurren en el punto (-1; 3)
;Se da cuenta el lector que estamos llamando “rectas” a unas ecuaciones lineales de ciertas carac-
teristicas y “punto” a un par ordenado de ntimeros reales? Estamos aqui en presencia de una inter-
pretacién de esos entes primitivos.

De modo anélogo tenemos las rectas como variedades lineales (en la geometria afin®), como un par

de ecuaciones en la geometria analitica del espacio, o bien como la clésica recta euclidiana definida
por su trazo en cualquier tratado de geometria sintética.

Distintos sistemas axiomaticos, una misma ciencia
Una ciencia deductiva no surge de un sistema tnico de axiomas. Distintos sistemas pueden fun-
damentarla y, por ende, generarla. Sin embargo, dado que se trata de la misma ciencia, a través de

cualquier sistema de axiomas se debe llegar al mismo conjunto de enunciados.

Vamos a esquematizar un poco esto para exponer las ideas. Supongamos que representamos con
GE a la geometria euclidiana. Si escribimos

GE={E,E,E, .., E},

indicamos que GE consta de un conjunto de k enunciados-verdades’. De estos algunos seran axio-
mas y otros, teoremas.

Pensemos en dos sistemas axiométicos que simbolizaremos S y S . Sea el primero:

S={E,E, E,E,E,E E, E }L

Los ocho axiomas de S son enunciados escogidos de GE admitidos sin demostracién. Obsérvese
que no fueron adoptados como axiomas E,E,EniE ,y que serdn entonces teoremas de GE. Escri-
bimos

S,={E,E,E,E,E,E E E}={E,E,EE, . E}

axiomas teoremas

6 Enuna caracterizacion por demaés breve, diremos que la geometria afin es aquélla en la que se conservan
las propiedades de las figuras por proyeccion paralela de un plano sobre otro. En ella no valen los postu-
lados I y IV de Euclides.

7  Elavance en el conocimiento de GE consiste en ir descubriendo todas esas verdades. Nos estremece pensar
que nunca se llegara a una tltima verdad en la geometria, en la matematica, en la ciencia. jTal vez seria me-
jor poner GE={E,E, Eg, .. E, ...}? Puede leerse en relacion con esto la primera parte de Hofstadter (2007).
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Sea el segundo sistema:
S,={E,E,E,E,E E}.

Comparandolo con S vemos que hay axiomas en comun, pero no todos (si no seria S = S ). Anélo-
gamente a lo ya hecho se tiene que

E,E..EL

0 T’

S,={E,E,E,E,E E}={E E,E,E
axiomas teoremas

Pongamos la atencién sobre E}. Si fundamentamos GE sobre el sistema S, E3 es teorema, pero si lo

hacemos sobre S , es axioma. Los axiomas de uno de los sistemas, no comunes con el otro, deben

ser teoremas de este y viceversa.

Examinemos un ejemplo concreto de lo afirmado. Sean:

- S = sistema para GE propuesto por Pedro Puig Adam;

- S, = sistema para GE propuesto por David Hilbert®.

En S encontramos el siguiente axioma (no es textual, véase la Fig. 25):

C

A B

(Fig. 25) El axioma de la separacion del plano.

Toda recta r de un plano establece una clasificacion de los puntos no contenidos en ella en dos tinicas clases o re-
giones tales que: a) todo punto exterior a r pertenece a una u otra region; b) el segmento que une dos puntos A, B
de la misma regién, no corta a r; c) el segmento que une dos puntos A, C de distinta region, corta a la recta r.
(Puig Adam, 1981: 9).

Este es el conocido axioma de la separacién del plano por una de sus rectas. Es un axioma de orden;
su objetivo es establecer un ordenamiento de los puntos del plano.

Un teorema que puede demostrarse a partir de este axioma es el siguiente:

Dados tres puntos no alineados A, B, C y una recta r de su plano que no pasa por ninguno de ellos, si r corta
al segmento AC y también al segmento BC, entonces no corta al segmento AB (Fig. 26).

8  Los axiomas de Hilbert se ven en el cap. 6; los de Puig Adam, en el 14.
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(Fig. 26)

Demostracion: dado que r corta AC, Ay C estan en regiones distintas de las que r determina en el
plano. También, como r corta a BC, By C estan en regiones distintas. Y como solo son dos las regio-
nes que r determina, significa que A y B estan en la misma region. Luego r no corta a AB.

En el sistema S que propone Hilbert se incluye entre los postulados de orden el siguiente, denomi-
nado axioma de Pasch®:

SiA, By C, son tres puntos no alineados y r es una recta que no contiene a ninguno de ellos, y que corta a uno
de los segmentos que A, B y C determinan, entonces corta a otro de los segmentos pero no al tercero.

Se percibe claramente que este enunciado es practicamente el mismo que el del teorema recién
demostrado. A partir de este axioma, en el desarrollo de Hilbert, se demuestra el teorema de la se-
paracién del plano por una de sus rectas:

Toda recta de un plano determina en él dos regiones, de tal manera que todo punto que no pertenece a la recta
pertenece a una y solo una de las regiones; dos puntos de la misma regién determinan un segmento que no
corta a la recta, y dos puntos de distintas regiones determinan un segmento que corta a la recta de division.

Demostracion: consideremos una recta r y dos puntos distintos fuera de ella. Como dos puntos
siempre determinan un segmento, solo caben dos posibilidades para esta situacion: r corta o no
corta al segmento. Diremos que los puntos estan en distintas regiones en el primer caso y que estan
en la misma regién en el segundo caso. Esto no es mas que un criterio de clasificacion de los puntos
del plano en dos conjuntos y solo resta probar que ellos no son vacios.

Sea A exterior ary L un punto de r (Fig. 27). Por el axioma O_de orden existe un punto B que yace en-
tre Ay L en el segmento AL. Ahora r no puede cortar a AB en un punto hipotético X (no dibujado)
porque larecta XL (=r) contendria al segmento AB, y esto contradice que A es exterior a r. Entonces
existen puntos como A y B que pertenecen a una misma region.

9  Moritz Pasch (1843-1930) fue un matematico aleman que estudié los fundamentos de la geometria. Para el
axioma mencionado véase Hilbert (1902: 7) y Toranzos (1943: 137).

10 Siunpunto Byace entre Ay C, significa que A, By C, estan alineados. Se denota A-B-C. Aqui se mencionan
axiomas de orden que estan en el cap. 6.
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(Fig. 27) El teorema de la separacién del plano.

Sea ahora un punto M de r. El axioma O, de orden asegura que en la recta AM existe un punto C tal
que M yace entre A y C. Estos puntos estan en distintas regiones dado que r cortaa AC en M.

En resumen, dados dos puntos cualesquiera fuera de r es posible decidir si estin en una misma re-
gioén o no. Para completar la prueba se demuestra que la situacion de un punto en una regién (como
C) no depende del punto A tomado como referencia. Atendemos ahora al punto C'y a un punto A’
en la misma region de A. La recta r corta a AC y no corta a AA’, de donde debe cortar a A'C por el
axioma de Pasch. Esto significa que A’y C estan en distintas regiones y la situacién de C no depende
de la de A, como se queria demostrar.

Con estos ejemplos queda asi patente que un mismo enunciado puede ser postulado o teorema
segun el ordenamiento dado a la teoria a partir de un sistema particular de axiomas. Y también,
como se dijo, que partiendo de distintos sistemas se arriba a las mismas verdades, por estar ambos
referidos a la misma ciencia (la geometria euclidiana en este caso).

Entender esta “doble funcién” de los enunciados es clave para comprender relaciones que se van a

establecer en la discusién del Postulado V y, mas ampliamente, para entender parte del funciona-
miento de la matematica.

Los axiomas equlvalentes

Consideremos dos enunciados matematicos M y N. Diremos que son absolutamente equivalentes si
cada uno de ellos se deduce del otro de manera directa, sin utilizar ningtin nuevo enunciado (Bo-
nola, 1921: 283). Por ejemplo, sean:

M: Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.

N: Por un punto exterior a una recta pasa una Unica paralela a ella.

Veamos que M = N.

Supongamos que no se cumple N, es decir, que por un punto P exterior a una recta r no pasa una
unica paralela ar. Si por P tenemos las rectas t // ry s // r (Fig. 28), dado que t y s se encuentran en P
entonces no son paralelas entre si. Esto quiere decir que =N = —M, implicacion que tiene el mismo

valor de verdad que M = N, segtin lo establece la 16gica proposicional.
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(Fig.28) Sis//ryt// r,noresulta que s // t si ambas pasan por P.
Demostremos ahora N = M.
Si hay dos paralelas s y t a una recta r, que no lo son entre si, significa que s y t son secantes y, por lo
tanto, se cortan en un punto que podemos llamar P. Entonces, por P hay dos paralelas a 7 y no una
sola. Aqui tenemos —M = —N por lo cual es cierto que N = M, y de las dos partes del teorema se

obtiene que M < N.

La equivalencia absoluta no tiene mucho interés, porque los dos enunciados son como dos formas
distintas de una misma proposicién.

Hay un concepto mas general de equivalencia entre M y N, que es en relacion con un sistema funda-
mental de axiomas. Supongamos que tenemos un sistema de postulados que representamos como

SF={A,A,A, .., A}L

A continuacién incorporamos M al sistema SF, es decir, tenemos el nuevo sistema
{A,A,A, . A, M} (1)

y, por otra parte, afiadimos N al SF para obtener otro sistema mas,

{A,A,A, ... A, N (2)

Entonces, si del sistema (1) puede deducirse N y del (2) puede deducirse M, decimos que los enun-
ciados M y N son equivalentes en relacion con el sistema fundamental SF.

En resumen, M y N son equivalentes en relacién con un sistema fundamental SF si se cumplen las dos
implicaciones siguientes:

{AI’ AZ, AS’ seey Ak) M} :> N) (3)
A,A,A, ... A, NE=> M. (4)

Nétese la importancia que tiene el sistema fundamental SF. En efecto, podria darse que modifican-
dolo con la quita, por ejemplo, del axioma A , no fueran a la vez posibles las dos deducciones

A A, . Ay M} =N,
A, 4, . A NE = M,
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en cuyo caso, respecto del nuevo sistema fundamental {A, As, . A}, no serian equivalentes los
enunciados M y N.

Es importante observar que en (3) M “funciona” como axioma, mientras que N es un teorema. Esta situa-

cidn se invierte en (4). Sin embargo y por abuso de lenguaje, decimos que M y N son postulados equiva-
lentes (se sobreentiende que respecto de un tal SF), pero en rigor simultdneamente no son postulados.

Requisitos de un sistema axiomatico

Un sistema de axiomas debe reunir ciertas condiciones para ser de utilidad. La mas importante y
esencial, es la compatibilidad o consistencia. Otras, accesorias, son la independencia y la saturacion.

La compatibilidad o consistencia

Tal vez pueda expresarse el punto de vista de Hilbert y el de los formalistas de forma atin mas
exacta: han reemplazado la “verdad” (en sentido metafisico) por la “seguridad”, seguridad en
el sentido de que trabajando dentro de un sistema de axiomas, y aplicando correctamente

los métodos matematicos, jamas se pueda llegar a una contradiccion (Meschkowski, 1967: 10).

Un sistema axiomatico es compatible si sus axiomas no se contradicen entre siy si a partir de ellos
no se demuestran teoremas contradictorios. La compatibilidad es condicién fundamental para la
existencia de la ciencia deductiva que se pretende axiomatizar, pues la aparicién de una contradic-
cién la invalida completamente.
SeaS={A,A,A, .., A} unsistema de postulados. Si resulta que

T 2 3 k
A, ALA, A= P
y también
{A,ALA, . A= =P,
entonces S es incompatible. También es inconsistente un sistema como
{A,A,—A, ., A}
que contiene un axioma y su negacion. Podria suponerse que hay que ser bastante torpe para elegir
justamente un postulado contrario de otro. Pero, como tendremos oportunidad de constatar, dos
postulados pueden ser en apariencia muy distintos y sin embargo tener insospechadas conexiones

que conlleven a su equivalencia o bien a su contradiccion.

Preguntas adecuadas para este momento son: ;coOmo estar seguros de que un sistema es compati-
ble?, ;como saber si en la seguidilla de deducciones no aparecera un mortal teorema contradictorio?
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Para asegurar la consistencia de un sistema de axiomas, no tendria sentido (ni seria posible) demos-
trar un teorema tras otro a la espera de una contradiccion que pudiera surgir. Ante esta dificultad
Hilbert propuso lo siguiente: la prueba de la compatibilidad estarad dada por el hallazgo de un mo-
delo o traduccién del sistema de axiomas: un conjunto de objetos y relaciones pertenecientes a otra
rama de la matemaética que sea una interpretacién concreta del mismo (véase este cap., pag. 77).
No hallar tal modelo seria indicio de que los entes implicitamente definidos por el sistema serian
inexistentes y sin significacion.

De lo dicho se deriva que es suficiente con haber demostrado la consistencia de un sistema para
asegurar la existencia formal de los entes definidos por él. La compatibilidad garantiza existencia.

Veamos un ejemplo con un sistema muy simple formado asi:

A existen infinitos puntos y rectas".

Definicion: espacio es el conjunto de los puntos y rectas que menciona A .
A : un punto esta sobre infinitas rectas.

A: dos puntos distintos estan contenidos en una tnica recta.

Aqui son entes primitivos el punto y la recta. También hay una relacion primitiva: “estar en”, o estar
contenido. Pueden usarse otras palabras, como “pasar”, “pertenecer”, etcétera.

Ahora vamos a traducir o interpretar este sistema mediante otros entes y otra relacion, provenientes
en este caso del algebra, en una suerte de diccionario. La flecha (—) indica “se traduce como”.

-“Punto” — “par ordenado de niimeros reales (a;b)”.

-“Recta” — “ecuacioén lineal en dos variables Ax + By + C = 0 (4, B y C, nimeros reales con A y B no
simultaneamente nulos)”.

De esta forma lo que llamamos “espacio” pasa a ser el espacio vectorial R Por otra parte, considerare-
mos como una misma ecuacion a cualquier ecuacion multipla de Ax + By + C = o por un nimero dis-
tinto de o; por ejemplo, 2x + y — 3 = 0 es la misma que —4x — 2y + 6 = 0, obtenida de (2x + y —3=0) - (-2).
Para la relacién primitiva tendremos que:

-“Estar (o pertenecer, o pasar por)” — “Verificar”

Con este diccionario podemos traducir los axiomas A a A, asi:

A: existen infinitos pares ordenados de nimeros reales y ecuaciones de la forma Ax + By + C=o.

A:un par ordenado de ntiimeros reales verifica infinitas ecuaciones de la forma Ax + By + C = o.

11 Este axioma atina, en realidad, dos: “existen infinitos puntos” y “existen infinitas rectas”.
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A: dos pares ordenados diferentes de niimeros reales verifican una tnica ecuacién de la forma
Ax+By+C=o.

El 4lgebra nos asegura que los “nuevos” axiomas son ciertos. Como este nuevo sistema de entes
y relaciones “funciona”, tal como lo asegura el dlgebra, entonces nuestro sistema original {A, A, A}
es compatible.

Otro modelo que podria utilizarse a fin de comprobar que nuestro sistemita es consistente es el siguiente:
-“Punto” — “ntimero natural”.
-“Recta” — “conjunto de dos niimeros naturales diferentes”.

Podemos aqui hablar de los puntos 1, 2, 5 y 36, por citar algunos, y de las rectas {1, 2}, {7, 9} y {230, 1},
por mencionar algunas. No interesa el orden de los elementos en cada conjunto. La relacién primi-
tiva es “pertenecer”. Facilmente se comprueba que los nuevos axiomas, que resultan de cambiar los
términos, se verifican plenamente.

Surgira en alguna mente inquieta esta pregunta: ;qué nos asegura que la parte de la matematica de
donde hemos tomado ese grupo de entes y relaciones (en nuestro caso, el algebra) es consistente?
En efecto, la compatibilidad que hemos demostrado en nuestro ejemplo, se apoya en la del algebra.

El problema se traslada entonces a comprobar la compatibilidad del algebra. Luego habra que re-
mitirse a otra rama de la matematica que sostenga dicha compatibilidad, y asi sucesivamente. De
estos estudios metamatematicos se ha derivado el siguiente hecho: esta cadena de “apoyos de con-
sistencia” de las ramas matematicas, llega finalmente a la aritmética, o bien, a la teoria de conjuntos,
disciplinas fundamentales cuyas consistencias no pueden ser demostradas:

Los casos en que se ha realizado la demostracién de la compatibilidad han sido tales, que la
compatibilidad de la teoria en cuestion puede reducirse (...) a la de otra; la dificultad se pre-
senta para las disciplinas fundamentales Aritmética y Teoria de Conjuntos. Para la Aritmé-
tica el problema se plantea en los siguientes términos: utilizando la Logica y una parte de

los ntimeros naturales, probar la compatibilidad de toda la teoria de los ntimeros naturales.
Hilbert crey6 haber resuelto este problema, pero en realidad no lo consigui6 en forma inobjetable.

En 1930 el problema tomé un giro distinto debido a las investigaciones de Kurt Godel™
Este joven matematico vienés encar6 y dio solucién al problema opuesto, es decir, probd
la imposibilidad de una tal demostracién. En efecto, Godel demostro el siguiente teorema:
“Es imposible demostrar la falta de contradiccién de ninguna teoria formal que abarque la
teoria de los nimeros naturales con ninguna especie de medios expresables en los términos
de dicha teoria” (Toranzos, 1949: 1634).

12 Kurt Godel (1906-1978).
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La independencia
Considérese el sistema, supuesto “a priori” compatible:
A Ay A, A, AL (D)

Cada uno de sus axiomas es independiente si no puede ser derivado de los demés. Un axioma dedu-
cido de otros es, en realidad, un teorema.

Para probar la independencia de un axioma A se aplica un ingenioso recurso: se somete a la prueba
de compatibilidad al sistema formado por los demas axiomas y la negacion del A:

A, 4,4, .4, ., A L(2)
Entonces, si tal consistencia es cierta, resulta queAes independiente. Veamos como es que funciona esto.

- SiA, no es consecuencia de algunos de sus axiomas companeros, entonces poner su negacioén en el
conjunto no afectaré a este y el sistema (2) podré seguir funcionando, aunque obviamente emana-
ran de é] teoremas diferentes que los obtenidos del sistema (1).

- Ahora bien, si A. es consecuencia de algunos de sus companeros, es decir, si es un teorema que se
deriva de ellos?, entonces al incluir su negacion, esta y los restantes postulados entraran en flagran-
te contradiccién, saltaran chispas y (2) se volvera incompatible.

Entonces, nuevamente: si se encuentra un modelo o interpretacién del sistema axioméatico donde
valgan todos los axiomas excepto A, significara que dicho postulado es independiente del resto. Y
lo mismo deberia hacerse para cada uno de los axiomas del sistema. El sistema se dira, asi, absolu-
tamente independiente.

Existe también una independencia ordenada que se da en el caso de que A es independiente del
“sistema” {A }, Ases independiente del sistema {A,A}, ..., A esindependiente del {A,A, AS, AL
pudiendo suceder que, invirtiendo el orden de algunos axiomas, la independencia no se mantenga.

;Ocasiona algtin problema que esta condicioén no se cumpla, o sea, que se incluya algiin axioma de-
pendiente? Por tratarse en realidad de un teorema y ser derivacion légica de los “auténticos” postu-
lados, su agregado no produce dano a la compatibilidad del sistema. Lo que se tiene es un “axioma”
(que no es tal) sobrante. El sistema puede simplificarse eliminandolo de la lista.

Existen desarrollos en los que los autores introducen con fines didacticos postulados falsos, por el
hecho de que un excesivo rigor 16gico desorientaria al estudiante.

La independencia es una condicién de perfeccién y elegancia del sistema, y de economia de axio-
mas. Desde el costado estético de la matematica es mas bello un sistema que tiene el menor nimero
posible de postulados.

13 OseafA, A, A, .. A= Aj, aunque no necesariamente deben intervenir todos los postulados en la
prueba de A,
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Veamos ahora un ejemplo muy escueto de prueba de independencia. Retomemos nuestro también
escueto sistema de axiomas:

A existen infinitos puntos y rectas.

A : un punto esta sobre infinitas rectas.

A: dos puntos distintos estan contenidos en una tnica recta.

A, considerado solo, es independiente, aunque podria probarse la independencia de cada una de
sus partes. Para probar la independencia de A, fabricamos un modelo donde sea compatible el sis-
tema {A , —A }. Para tal fin asumiremos estas interpretaciones de los entes primitivos:

-“Punto” — “nuimero natural”.

-“Recta” — “conjunto de dos nimeros naturales distintos mayores que 8”.

A, se cumple, porque existen infinitos nimeros naturales e infinitos conjuntos de dos nimeros na-
turales mayores que 8, tales como {9, 10}, {9, 13}, {12, 27}, etc. Sin embargo, no se verifica A puesto
que un punto como, digamos, 5, no pertenece a ninguna recta. La negacion de A “existe alguna recta
sobre la que no hay un punto”, es cierta. Todo esto lleva a concluir que A es independiente de A .
Para comprobar la independencia de A, adoptaremos estas interpretaciones:

-“Punto” — “ntimero natural”.

-“Recta” — “conjunto de cuatro nimeros naturales distintos”.

Se cumplen con este modelo los axiomas A y A , como se puede comprobar facilmente, pero no se
({3

verifica A . En efecto, dados dos puntos, por ejemplo, “I” y “2”, no hay una tnica recta que los con-
tiene, sino infinitas: {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 6}, etcétera.

La saturacion o integridad

Supongamos que al sistema {A,A, A, .., A} le agregamos un axioma independiente del resto, resul-
tando el nuevo sistema

W,ALA, W ALALL

i 3

que puede ser o no compatible. En el primer caso, el sistema original se dice no saturado o no inte-
gro'; en el segundo caso, saturado o integro.

14 O también “bifurcable”. Este calificativo tiene razon de ser en el hecho de que si A es independiente,
entonces puede ser reemplazado por otro axioma, dindose origen asi a dos diferentes caminos en esa
ciencia deductiva.
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Al adosar un axioma a un sistema debe tenerse en cuenta que:
- su campo de validez se limita, en comparacién con el que tenia antes del agregado del postulado;
- el nuevo postulado generara en la ciencia nuevos teoremas que de otro modo no aparecerian en ella.

En la geometria euclidiana desarrollada por Hilbert se organizan los axiomas en cinco grupos: axio-
mas de incidencia, de orden, de congruencia, de paralelismo y de continuidad. Considerando, por
ejemplo, el grupo formado por los axiomas de incidencia, orden, congruencia y paralelismo, esta-
mos en presencia de un sistema no saturado, pues admite el agregado de los axiomas de continui-
dad. El sistema completo constituido por los cinco conjuntos de postulados es, en cambio, saturado.
El sistema de axiomas de los Elementos es no saturado.

Una forma especial de integridad es la que se denomina “categoricidad”. Un sistema de axiomas es
categorico cuando caracteriza esencialmente un conjunto de objetos, tal que si se tienen dos grupos
de entes que los satisfacen, entonces puede establecerse entre ellos una correspondencia biunivoca
(isomorfismo), que deja invariantes las propiedades definidas por los axiomas. Tal es el caso de los
axiomas de espacio vectorial (véase este cap., pag. 76).

s N
Axiomas fuertes vs. axiomas débiles

Parece oportuno comentar una distincion que suele hacerse entre axiomas “fuertes” y “débiles”. Un
axioma fuerte postula més cosas que uno débil, que solo enuncia lo justo y necesario, quedando a

cargo del matematico demostrar lo demas. Un ejemplo es el axioma de transporte del segmento:

- Version fuerte: dados un segmento M N y una semirrecta de origen O, existe sobre la semirrecta
un unico punto P tal que MN = OP.

- Version débil: dados un segmento MN y una semirrecta de origen O, existe sobre la semirrecta
un punto P tal que MN = OP.

;Noté la diferencia? En el axioma débil no se afirma que el punto P es tnico, y esta unicidad

debe demostrarse. jInteresante!
- J

Axiomaticay crisis de los fundamentos

Si bien el método de axiomas se remonta a Aristoteles y Euclides fue el primero en aplicarlo en ma-
tematica, y es por ello muy antiguo, los estudios mas minuciosos y pormenorizados de los sistemas
axiomaticos son modernos.

Desde el siglo XIX los matematicos atraidos por la logica y los 16gicos interesados por la matemati-
ca pusieron bajo la lupa cuestiones tales como “;qué significa realmente demostrar algo?” o “;cémo
estar seguros de la certeza de una afirmacion?”. Estos interrogantes y otros relacionados no surgie-
ron de la iluminacién repentina de un curioso (o tal vez si) sino por un serio cuestionamiento a los
fundamentos de la matematica.
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En el citado siglo se afianzaron las geometrias no euclidianas hiperbélica y eliptica® que generaron,

ademas de rechazos, una convulsion en la idea hasta entonces aceptada de la conexién de la geo-

metria con la realidad fisica.

Ademas, se vio amenazada la misma coherencia interna de la matematica, al coexistir teoremas

contradictorios entre una geometria y otra. Por citar un ejemplo: la suma de los 4ngulos interiores
de un tridngulo resultaba:

- igual a dos rectos en la geometria euclidiana,

- menor que dos rectos en la geometria hiperbdlica, y

- mayor que dos rectos en la geometria eliptica’.

También surgid la teoria de conjuntos de Cantor, que planted desafios graves a la intuicidn, tales
como los referidos al infinito o ciertas antinomias (falacias de razonamiento, paradojas), como la

muy conocida de Russell”.

La aparicién de las antinomias produjo una verdadera alarma entre los matematicos y 16-
gicos, pues aunque ellas sélo se refieren a la teoria de las clases, sin embargo, crean la duda
respecto a la infalibilidad de la Matematica y de la Logica. Se origina asi un movimiento
critico alrededor de los fundamentos que llegd a amenazar la estabilidad de los cimientos
mismos de las dos disciplinas hasta entonces no sospechadas y aceptadas como modelos de
perfeccidn. (...) Esto nos explica que el siglo XX encuentre a los matematicos en plena tarea
de reconstruccién de su disciplina (Toranzos, 1943: 172).

El problema de los fundamentos, que aqui no sera desarrollado, fue abordado por matematicos,
logicos y epistemologos, como Russell (1872-1970), Whitehead (1861-1947), Peano (1858-1932), Hilbert
(1862-1943), Godel (1906-1978), Frege (1848-1925), Brouwer (1881-1966) y Poincaré (1854-1912), con pos-
turas diversas ante el mismo. Algunas de ellas fueron:

- hacer de la matematica una parte de la l6gica (racionalismo, logicismo),

- cambiar la légica (intuicionismo, criticismo),

- axiomatizar la matematica (formalismo)®.

5

16

7

18

La geometria euclidiana también es conocida como “parabdlica”. Explicamos el porqué de estas denomina-
ciones puestas a las geometrias en cap. 12, pag. 238. Véase Ayres (1971: 133).

Véase “El problema de las geometrias” en Hausmann (1968: cap. III).

Paradoja: “Asercion inverosimil o absurda, que se presenta con apariencias de verdadera” (DLE). La para-
doja de Russell es muy famosa y mucho se ha escrito sobre ella; se refiere a la distincién entre conjuntos
“comunes” y conjuntos “que son parte de si mismos”. Una breve y amena exposicion véase en Hofstadter
(2007: pp. 21-24), libro por demas muy recomendado en relacién con el teorema de Gédel y los sistemas
formales. También en Toranzos (1943: 171 y ss.).

Una buena sintesis sobre el tema puede verse en Toranzos (1943: caps. VI 'y VII).
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La solucion al problema de los fundamentos, aportada por Hilbert, aunque no unanimemente aceptada,
se mostrd como una de las mas equilibradas. Cito de nuevo, ahora un poco extensamente, a Toranzos:

Hilbert cree necesario (...) perfeccionar y ampliar previamente la técnica logicista, en la cual
apoya su obra; pero diferencidndose fundamentalmente de sus antecesores, en que no parte
de la afirmacién de que los conceptos y relaciones matematicas son reductibles a conceptos
y relaciones logicas; afirma que hay en los fundamentos de la Matematica, elementos nuevos
no contenidos en la Logica, lo cual se traduce en la introduccion, al fundamentarla, al lado

de los postulados 16gicos, de otros nuevos, y esencialmente uno que se refiere al infinito.

Se obtiene asi un sistema que resulta una ampliacién de la Logica, es el “sistema formal”,
que permite fundamentar conjuntamente Logica y Matematica (...). El propésito de Hilbert
es dar a los razonamientos completa objetividad, lo que realiza, imponiendo la condicién
de que toda proposicién que no sea una convencién, para formar parte del sistema formal,
debe ser, 0 un axioma o una proposicién a la que se llega por una cadena de operaciones
del sistema formal a partir de los axiomas; luego, toda proposicion del sistema formal es

implicada por el sistema de axiomas.

Esta estructuracién tan rigurosa, necesitaba un anélisis critico de sus procedimientos, que
le permitiera asegurar la perfecciéon del método. Para legislar estas condiciones Hilbert
crey6 necesario estructurar una disciplina previa que llam6 Metamatematica y Metaldgi-
ca®, segin que se ocupe de cuestiones de estructura de la Matematica o de la Logica. La
Metamatematica utiliza habitualmente el tecnicismo logistico y comprende la teoria de la
axiomatizacién, conjuntamente con la llamada... teoria de la demostracién, las cuales se

realizan en las siguientes etapas:
1. Axiomatizacion de la teoria en cuestién.

2. Formulacion, es decir, traduccién del sistema de axiomas al lenguaje simbélico, de ma-
nera que los axiomas se transformen en férmulas aptas para efectuar célculos logisticos.
Estas féormulas agregadas a las que corresponden a los axiomas lgicos constituyen la base

del sistema formal.

3. Demostracién de las condiciones lgicas que debe cumplir un sistema de axiomas: com-
patibilidad, independencia, integridad y determinacion (Toranzos, 1949: 1632).

19 Se denominan metaldgica y metamatemdtica a los respectivos estudios criticos de las bases de la logica y la
matematica, y entre sus fines estd la solucién de los problemas que surgen al intentar fundamentarlas.

20 Sobre la condicién de determinacidon no me he detenido; véase Toranzos (1943: 71).
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Sobre el formalismo de Hilbert

Hay algunos detalles notables de la postura formalista impulsada por Hilbert la cual, segtin se dijo méas
arriba, se present6 como una visién equilibrada ante la cuestion de los fundamentos de la matematica.

En una primera observacion, se confirma que la clasica definicion de matematica como la “ciencia
del niimero y la cantidad” no armoniza con las modernas concepciones. En efecto, se trata ahora
de que la matematica estudia sistemas formales.

El descubrimiento de la geometria hiperbélica y las reflexiones sobre el problema del es-
pacio, de ellas resultantes, han llevado a los matematicos a interpretar su disciplina como
la Ciencia de los sistemas formales. Puesto que no es posible hacer proposiciones seguras
sobre la esencia de los objetos matematicos, los matematicos modernos renuncian a toda
clase de proposiciones ontoldgicas. Ya no se intenta (como sucedia en Euclides) definir el
punto y la recta, y el mundo de las ideas de Platén ha dejado de ser la hipotesis esencial de
sus deducciones (Meschkowski, 1967: 7).

Hilbert en su obra Fundamentos de geometria (1899)*, desarrolla la geometria euclidiana sobre la base
de axiomas modernos.

Comparemos las definiciones de Euclides de sus entes primordiales (véase cap. 4, pag. 59), con lo
que escribe Hilbert al inicio de su obra:

Pensemos tres sistemas distintos de cosas: las cosas del primer sistema las llamaremos pun-
tosy las representaremos por A, B, C, ..;; las cosas del segundo sistema las llamaremos rectas
y las representaremos por a, b, ¢, ...; las cosas del tercer sistema las llamaremos planos y las

representaremos por o, f3, v, ...

Pensemos los puntos, rectas y planos en ciertas relaciones mutuas y designaremos estas

» « » «

, “congruentes”, “continuo”;

» o« » o«

relaciones mediante palabras como “estar”, “entre”, “paralelas
la exacta y total descripcion de estas relaciones se consigue mediante los Axiomas de la

Geometria (Meschkowski, 1967: 8).

Notamos inmediatamente que ya no se habla de objetos particulares como una recta o un punto,

sino de “cosas” que descarnadamente se asocian con un simbolo literal, y que se vinculan a través

de “relaciones mutuas” bautizadas con ciertos términos especiales. Los axiomas tienen la misién de
ribir vi .

describir completamente esos entes y vinculos

Los objetos de la geometria (y de cualquier rama de la matemaética) se convierten en una especie
de moldes vacios que pueden llenarse con diversos significados, con la tinica obligacién de que los
axiomas y los teoremas derivados de ellos se verifiquen.

21 La definicién actual del DLE es: “Ciencia deductiva que estudia las propiedades de los entes abstractos,
como nimeros, figuras geométricas o simbolos, y sus relaciones” (DLE).

22 En aleman Grundlagen der geometrie. Lo aclaro porque a veces se citan a secas los Grundlagen de Hilbert
aludiendo a esta obra.
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El criterio de existencia

Cuando los axiomas arbitrariamente colocados no son contradictorios con sus consecuencias,
entonces son ellos ciertos, y existen las cosas definidas por los axiomas.
Este es para mi el criterio de verdad y de existencia®.

Anteriormente, al tratar sobre la compatibilidad de un sistema axiomatico, se dijo que esta provoca
ni mas ni menos que la existencia formal de los objetos definidos implicitamente por los axiomas.

Hacemos ahora una pregunta inofensiva: “;existe el rectangulo?”. Ya que desde nifios observamos
formas rectangulares (por ejemplo, la del vidrio de una ventana o la de algunas galletitas), la cues-
tién parece tonta y de respuesta obvia. Ha de tenerse en cuenta, sin embargo, que una forma rectan-
gular no es un rectangulo; mas bien ella ayuda a que nos forjemos en la mente primero una nocién
y, mas adelante, un concepto de tal figura geométrica. No hay rectangulos en el mundo real. jOhl,
sse rompio su ilusién?

Al ser el rectangulo un objeto formal, la pregunta sobre su existencia deberia responderse asi: “el
rectangulo existe si puede ser obtenido a partir del sistema de axiomas”. Esto parece un atentado
al sentido comun porque entre las figuras de nuestra vida cotidiana el rectangulo ocupa un lugar
principal. Pero a no preocuparse tanto, que esto resultard muy claro méas adelante.

Una opcidn diferente ante la existencia del susodicho cuadrilatero seria establecerla “por decreto”,
o sea, considerar al rectangulo como un ente primitivo, lo cual es posible, y esto tendria conse-
cuencias sobre la geometria construida de alli en adelante (también exploraremos esta intrigante
posibilidad). Un axioma que establece la existencia de un ente se denomina postulado de existencia,
como el conocido que afirma “existen infinitos puntos, rectas y planos”.

sQué responderia usted ahora si alguien le preguntara “;existen las rectas paralelas?”?

El criterio de verdad

Preguntémonos si es cierto algiin enunciado de alguna ciencia del mundo fisico, como puede ser
la Geografia: “el monte Aconcagua es el mas alto de América”. Para decidir si esta aseveracion es
verdadera o no, bastara con obtener el dato preciso. El Aconcagua esta alli, en la Cordillera de los
Andes, en la realidad, y tal como el hombre de ciencia ha establecido, se trata del monte més alto de
América; luego la afirmacién es cierta, al menos mientras la tectonica lo permita.

Ahora consideremos un enunciado matemaético cualquiera: ;cémo saber si es verdadero o falso? Si
se trata de un axioma, entonces es verdadero porque justamente la condicion para tomarlo como
axioma es admitir su veracidad (se entiende que no en sentido fisico). Por lo tanto citemos algiin
teorema. Por ejemplo: jes cierto que la suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a dos
rectos (o 180 grados sexagesimales)?

23 Palabras de Hilbert a Frege (Meschkowski, 1967: 9).
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Alguien puede tener un impulso empirico inmediato: tomar unos cuantos tridngulos, medir sus an-
gulos y calcular su suma. ;Esto tendria que darnos una respuesta? En realidad no, por varios motivos:

a. los verdaderos triangulos tienen lados sin espesor y perfectamente rectilineos, luego ese al-
guien no estaria midiendo en tridngulos, sino en figuras llenas de imperfecciones;

b. solo estaria aplicando el procedimiento en unos cuantos, pero no en todos los tridngulos;

c. por méas que las mediciones sean muy precisas, el error inherente a cualquier proceso de men-
sura afectara la conclusion que pueda obtener.

El camino de apelar a una experiencia para certificar una veracidad es impracticable para un enun-
ciado matematico abstracto, no susceptible de ser puesto a prueba en la realidad fisica®. Piénsese si
no en la famosa igualdad e™ + 1 = 0%.

Desde el punto de vista formalista, la no contradiccion de una teoria matematica es el criterio fun-
damental para su validez. Si de un sistema de axiomas compatible S se deduce un teorema T que
afirma que la suma de angulos interiores de un tridngulo es igual a dos rectos, entonces T es cierto
en el marco de dicho sistema. Si de otro sistema de postulados S, distinto de S , se deriva que dicha
suma es menor que dos rectos, entonces T es falso en la teoria emanada de S,. Por lo tanto, ante una
pregunta de “;verdadero o falso?” referida a algiin enunciado matematico, una respuesta sensata es:
“depende del sistema de axiomas que se adopte”.

Frege, matematico a quien no le convencia el argumento formalista, en una correspondencia con
Hilbert, sostenia lo siguiente:

Los axiomas los llamo yo teoremas, que son ciertos pero que no necesitan demostracion,
porque su conocimiento fluye de una fuente distinta de la l6gica, que se puede llamar intui-
cién espacial. De la veracidad de los axiomas se deduce, por si misma, que no son contra-

dictorios. Esto no necesita de ulterior demostracién?.

Noétese que él argumenta invocando una “intuicién espacial” que garantiza la veracidad de los axio-
mas, concepto por demas difuso. Sin duda esta suerte de intuiciéon habria obtenido su contenido de
la misma realidad fisica. Frege, en un contexto de discusion de ideas, sugiere a Hilbert que a través
de la no contradiccién de un sistema de axiomas como este:

1. Aesun ser inteligente;

24 Esto, como se vera luego, tiene una inesperada consecuencia relacionada con la geometria aplicable al
universo fisico.

25 El gran Arquimedes descubri6 teoremas geométricos a partir de experiencias fisicas, pero luego las de-
mostraba rigurosamente al modo euclidiano. Una de sus obras, El método (hallada en circunstancias no-
velescas en un palimpsesto), se refiere a estos “teoremas mecanicos”.

26 Esta formula, debida al enorme Euler (1707-1783), contiene quizas los cinco nimeros mas importantes de
la matemética: 1, 0, el nimero de Euler (e, base de los logaritmos naturales),  y la unidad imaginaria (i).
Se obtiene a partir de la férmula de Euler: e = cos x + isenx, para x = m.

27 Carta de Frege a Hilbert del afio 1900 (Meschkowski, 1967: 9).
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2. A esomnipresente;
3. Aestodopoderoso,

podria inferirse la existencia de un ser A (Dios, aunque no lo dice explicitamente). Este argumento
cae si se comprende la equivocacion de Frege:

(...) en la Matematica, segtn la concibe Hilbert, no existen proposiciones ontolégicas, ni
demostraciones de existencia o no existencia de seres superiores. Por consiguiente, tiene
sentido concertar que los sistemas de axiomas definen implicitamente “cosas” que deben
ser consideradas como “existentes”, siempre que el sistema esté libre de contradicciones.

“Existen” como objetos de una teoria razonable (Meschkowski, 1967: 11).

Entes primitivos y entes definidos

Desde nuestros primeros contactos con la geometria nos vienen diciendo que los entes primitivos son
el punto, la recta y el plano. ;Son los tinicos posibles? La respuesta es no. Si bien es preferible que los
entes primordiales sean los mas simples, esto no obliga a optar siempre por puntos, rectas y planos.

Podemos aqui citar a los matematicos Pasch, Schur y Peano®. Ellos, creyendo mas intuitivas las
propiedades de los objetos finitos antes que las de los infinitos, adoptaron como entes primitivos
el punto, el segmento y la regién plana finita (convexa). A partir de estos objetos y con los axiomas
pertinentes llegaron a definir recta y plano. Esto se vera con mas detalle en el capitulo siguiente.

Con un mayor nivel de generalidad en la seleccién de los entes primarios, tenemos los ejemplos
de Veblen, que construy6 la geometria sobre punto y la relacién de orden, y de Levi, quien lo hizo
sobre punto y distancia®.

En cuanto a Euclides, ;qué entes primitivos adopt6? Mirando los postulados y las definiciones pri-
meras, podemos suponer que tomd el punto, la linea recta y el plano, aunque la circunferencia tam-
bién se menciona en el Postulado II1, por lo que podria considerarse como primitiva. La situacién es
un poco extrana, ya que en la Definicién 15 se define el circulo como “regién comprendida por una
sola linea, etc., etc.”, pudiendo haberse mencionado alli la circunferencia.

En sintesis, un objeto matematico es primitivo o definido segiin el ordenamiento que se le dé a la
teoria, y cualquier ente debe caber en una de estas dos posibilidades.

28 Moritz Pasch (véase la nota 9 de este cap.), Giuseppe Peano (véase este cap., pag. 89), Issai Schur (1875-1941)
(Amaldi, 1921: 78).

29 Oswald Veblen (1880-1960), Beppo Levi (1875-1961). (Toranzos, 1943: 132).
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[Capitulo 6]
La geometria euclidiana
de Hilbert

Es un instante solemne aquel en que entran en contacto dos campos de la matematica
(Brunschwicg, en Colerus, 1973: 181).

Era forzoso que —después de todo lo que habia sucedido en el siglo XIX en el campo de la ma-
temaética, de la fisica y de la filosofia— surgiese en la mente y en el 4nimo de més de uno el de-

seo de ordenar este enorme caos de descubrimientos y generalizaciones (Colerus, 1973: 185).

Asi como en el capitulo 4 se mostr6 escuetamente como trabaja la geometria de Elementos, en este
se hara un acercamiento al desarrollo de Hilbert expuesto en Grundlagen, donde se reedité la geo-
metria euclidiana a partir de axiomas modernos y con una distinta organizacion.

Una de las virtudes de la obra de Hilbert es que subsané falencias presentes en Elementos tales como
la insuficiente cantidad de axiomas, la inutilidad de las definiciones primeras, algunas demostra-
ciones y definiciones imperfectas y varios axiomas implicitos (Toranzos, 1943: 132; Hilbert, 1902).

Entes y relaciones fundamentales, y grupos de axiomas

Cada uno de estos grupos expresa, por si mismo, ciertos hechos relacionados fundamenta-

les de nuestra intuicién (Hilbert, 1902: 3).

Ya se mostré la manera en que Hilbert introduce sus entes primitivos punto, recta y plano (véase
cap. 5, pag. 91). Junto a estos objetos basicos se consideran cinco relaciones primitivas: 1) pertenecer,
2) estar entre, 3) ser congruente con, 4) ser paralelo a, 5) ser continuo. Para cada una de estas relacio-
nes Hilbert establecié un grupo de postulados destinados a caracterizarlas. En concreto, enuncid
siete axiomas de incidencia (o vinculacion, o conexion, o enlace), cinco de orden, cinco de congruencia,
uno de paralelismo y dos de continuidad'.

Si alos entes y relaciones primitivos se les asigna un contenido determinado, quedara conformado
un modelo de la geometria. Si ese contenido es el intuitivo habitual, la geometria queda ligada a
otras ciencias y saberes instrumentales, y resulta funcional a nuestros fines practicos.

1 En otros textos varia la cantidad: 8 de incidencia, 4 de orden, 6 de congruencia.
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Los axiomas de incidencia

Los siguientes postulados conjuntamente caracterizan la relacion incidencia. La tabla siguiente los
expone junto con el objetivo que cumple cada axioma.

Axiomas de INCIDENCIA
Axioma Enunciado Finalidad
I Dos puntos distintos determinan completamente
1 . . . .
una recta. Caracterizar la incidencia
I Dos puntos cualesquiera distintos de una recta, de- | €ntre puntosy rectas.
2 terminan completamente esa recta.
I Tres puntos no situados en la misma recta determi-
3 nan completamente un plano.
Caracterizar la incidencia
Tres puntos cualesquiera de un plano que no estan | o,\¢r0 puntos y planos.
I, en una misma recta, determinan completamente
ese plano.
I Si dos puntos de una recta estan en un plano, todos | Caracterizar la incidencia
5 los puntos de la recta estan en el plano. entre rectas y planos.
I Sidos planos tienen un punto en comun, tienen por | Caracterizar la incidencia
6 lo menos otro punto en comun. entre planos.
En cada recta hay al menos dos puntos, en cada
I plano hay al menos tres puntos que no estan en | Establecer en tres las dimen-
7 una misma recta, en el espacio hay al menos cuatro | siones del espacio.
puntos que no estan en un mismo plano.

Hilbert denomina axiomas planos a I e I, y espaciales a los demés del grupo de incidencia. Hay
varias expresiones para indicar la vinculacion: “pertenece”, “pasa por”, “estd en”, “contiene a”, etc.

Nétese que los axiomas I eI, tan similares, difieren en que en I afirma que dos puntos cualesquiera
bastan para determinar una recta, mientras que I dice que una recta queda determinada por dos
cualesquiera de sus puntos. Algo analogo puede observarse de L el .

A partir de este grupo se demuestran teoremas como los siguientes (no incluyo las pruebas de todos):
- Dos rectas de un plano tienen un tinico punto en comun o ninguno.

Demostracion: dos rectas se cortan o no se cortan (por principio del tercero excluido?). Si no se cor-
tan el teorema esta demostrado. Silo hacen en un punto P, no pueden hacerlo en otro punto Q pues
entonces la recta PQ no seria la inica por Py Q, tal como lo fija L.

- Dos planos no tienen un punto en comun o tienen un recta en comun.

- Un plano y una recta que no esta en él tienen un tinico punto en comudn o ninguno.

2 Enlégica proposicional este principio es P v — P, y siempre es verdadero (tautologia).
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- Por una recta y un punto que no esté en ella, o por dos rectas que tienen un punto en comun, pasa
un dnico plano.

Demostracion: en la recta hay al menos dos puntos (). Ellos y el exterior mencionado en la hipéte-
sis determinan un tinico plano (IS, I4).

Los axiomas de orden

Un estudio del orden... se ha convertido en una necesidad esencial para comprender las

bases de la matematica (Bertrand Russell, citado en Coxeter, 1971: 209).

Recuerde el lector una notacién mencionada en la nota 10 del cap. 5: el simbolo A-B-C indica que B
esta (o yace) entre Ay C, y que A, By C, estan sobre una misma recta.

Los axiomas de orden definen implicitamente la relacién “entre” y posibilitan ordenar los puntos
de la recta, del plano y del espacio.

Axiomas de ORDEN
Axioma Enunciado Finalidad
o SiA, By C, son tres puntos de una recta y A-B-C, tam-
! bién C-B-A.
SiAy Cson dos puntos de una recta, hay en ella por lo
O, menos un punto B tal que A-B-C 'y al menos un punto
D tal que A-C-D. Caracterizar el orden en la
o De tres puntos de una recta hay uno y solo uno que | recta (orden lineal).
3 esta situado entre los otros dos.

Cuatro puntos cualesquiera A, B, C, D, de una recta
(@) pueden disponerse de manera que A-B-C y A-B-D, y
ademés A-C-D y B-C-D.

SiA, By C, son tres puntos que no estan en la misma

recta, y a es una recta del plano determinado por A, .
. . Caracterizar el orden en
o By C, que no contiene a ninguno de ellos, entonces Lol
. . -5 . . el plano.

si a contiene un punto del AB, contiene también un P

punto del BC o del AC*

En los axiomas de orden de O, a O, se establece como se ordenan los puntos en una recta. Es inte-
resante ver que O, no permite que la recta pueda ser cerrada. En efecto, si fuese asi, entonces dados
tres puntos cada uno de ellos estaria entre los otros dos y el axioma resultaria violentado (Fig. 29).
En efecto, en la linea cerrada se tiene que A-B-C, B-C-A y C-A-B. Dicha linea no puede denominarse
“recta” en esta geometria.

a O, esdenominado “axioma de Pasch”. Véase cap. 5, pag. 80.
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A C

(Fig. 29)

Luego de enunciar O_ Hilbert define segmento AB de manera llamativa, ya que se lo caracteriza como
“el sistema de puntos A y B”. Los puntos de la recta AB situados entre ellos son los interiores al AB.

Los postulados de incidencia y orden son llamados en conjunto “axiomas graficos”. Veamos unas
consecuencias que surgen de ellos.

Teorema: Entre dos puntos de una recta existen infinitos puntos.

Demostracion: sean A y B sobre una recta (Fig. 30).

D

(Fig. 30)

Demostracion: Por I existe C fuera de AB. Por [ Ay C determinan la recta AC. Por O, existe D tal que
A-C-D (D no puede coincidir con B pues en ese caso C estaria en AB y no seria exterior a ella). Por
I By D determinan BD. Por O existe E tal que D-B-E. Por I Ey C determinan EC, que corta a AD
en C pues A-C-D, y no corta a DB pues D-B-E 'y E es exterior a ese segmento. Entonces, por O, EC
debe cortar a AB en un punto W tal que A-W-B. El razonamiento puede repetirse partiendo de los
puntos Ay W (o Wy E), obteniéndose siempre un punto interior al segmento que determinan, y asi
indefinidamente, lo que demuestra el teorema.

Teorema del orden lineal (sin demostracién): sea un nimero finito de puntos de una recta (Fig. 31).
Ellos pueden ponerse en una secuencia 4, B, C, .., L, K, de modo que B esté entre A y los demas
puntos C, ..., L, K; C esté entre A, B por un lado y D, ..., L, K, por el otro; D esté entre A, B, C por un
ladoy E, .., L, K, por el otro; etc. (El enunciado contintia considerando luego el orden inverso de los
puntos: K, L, ..., C, B, A). (Hilbert, 1902: 7).
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4 B C DE - L K

(Fig. 31)

Este teorema aparece como axioma en algunos desarrollos, por ejemplo el de Enriques?, que fue adop-
tado y adaptado para la ensenanza de la geometria en Argentina en la primera mitad del siglo XX.

Teorema del orden plano: toda recta de un plano divide los puntos del plano no pertenecientes
a ella en dos regiones, de manera que dados dos puntos A y B del plano se verifica que: 1) siA y B
pertenecen a la misma region, AB no cortaala recta, 2) siA 'y B pertenecen a distintas regiones, AB
corta a la recta. (Hilbert, 1902: 8).

Demostracién: véase cap. 5, pag. 8I.

El enunciado coincide con el del tradicional axioma de la division del plano. Esto muestra, nueva-
mente, cOmo una misma afirmacion puede aparecer como postulado o como teorema.

Teorema del orden espacial: (Fig. 32) todo plano divide los puntos del espacio en dos regiones... etc.
(Hilbert, 1902: 10). Adaptando los términos, es analogo al teorema anterior. Puede notarse que el
orden en el espacio no surge directamente de los axiomas, sino que se demuestra.

(Fig. 32)

A partir de ahora pueden definirse semirrecta, semiplano, poligonal y poligono, sin que aqui nece-
sitemos entrar en detalles.

Los axiomas de orden son fundamentales en la geometria porque a partir de ellos se originan las
nociones de signo y sentido. Debe notarse lo importante que son estos conceptos: sin ellos no es
posible tratar nlimeros negativos, coordenadas, vectores, angulos orientados, funciones, etc. Eucli-
des no se ocup6 de estos postulados por no estar en su pensamiento la idea de que era menester
axiomatizar el orden, algo muy sutil para la matematica de su momento. De hecho, el interés por
este asunto es moderno, al intuir los matematicos su necesidad.

3 Federigo Enriques (1871-1946) fue un matematico italiano que trabajé en el campo de la geometria.
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El mismo Euclides no hace uso explicitamente del orden cuando no se relaciona con la
medida, al decir que una magnitud puede ser mayor o menor que otra. Fue Pasch, en 1822,
el primero en senalar que la geometria del orden se podria desarrollar sin hacer referencia
a la medida (Coxeter, 1971: 208).

Hay teoremas y férmulas que, de no considerar signos o sentidos, exigen para su obtencién o anali-
sis el estudio de casos particulares que hacen mas engorrosos los tratamientos.

Los axiomas de congruencia

Estos axiomas se ocupan de caracterizar la congruencia de segmentos, que es la mas elemental, y la
de dngulos. Luego se puede abordar la congruencia de figuras planas.

Axiomas de CONGRUENCIA
Axioma | Enunciado Finalidad
Si Ay B estan en una recta a y si A’ es un punto sobre la
C misma u otra recta a’, entonces, a un lado de_terminado de A’
! sobre a’® existe un unico punto B’ tal que AB = A'B’. Todo
segmento es congruente con él mismo. Caracterizar la
— e = = —_— = congruencia
C, SiAB = A'B"y AB = A”B", entonces A'B' = A"'B". d
e segmentos.
Si AB y BC son dos segmentos de a, sin otro punto comin
C, que B, A'B’ y B'C’ son dos segmentos en analoga situacion
yademas AB = A'B',BC = B'C’ , resulta AC = A'C’.
Sean el angulo Z(h, k) © en un plano o, una recta ¢ en un
planoa’y h’una semirrecta de a’con origen O’. Entonces hay
C en cada uno de los semiplanos que a’ determina, una tinica '
4 semirrecta k’ de origen O’ tal que Z(h, k) = Z(h, k) y que Caracterlza}r la
los puntos interiores de Z(h’, k) estén en dicho semiplano. con’gruenaa
Todo angulo es congruente con él mismo. de dngulos.
C SiZ(h, k)= LW, k) y L(h, k) = LI, k), entonces Z(W), k) =
5 Z(h k).
Si_en dos tridngulos ABC, ABC’ se tiene que | Conectar las
C, AB =A'B’,AC = A'C', y que ZBAC = /BAC’, entonces | congruencias de
/ABC = LZABC'y LZACB = LACB. segmentos y angulos.

C, es el axioma del transporte del segmento. Este axioma es fuerte (véase cap. 5, pag. 88), porque se
afirma en él la unicidad de B’ Resulta interesante que esta unicidad podria omitirse en el postulado
(y asi debilitarlo) y ser demostrada como sigue (Fig. 33).

b O seaen cada semirrecta de origen A’

En esta notacién h y k son las semirrectas que constituyen los lados del angulo. Hilbert define al 4ngulo
simplemente como el par de semirrectas h y k de origen comun. Ellas dividen al plano en dos regiones, una
convexa (el interior del &ngulo) y otra concava. En este esquema no hay lugar para los &ngulos concavos.
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A’ B C A B

J

(Fig. 33)

Demostracién: sean AB = A’'B’ como en el axioma C.. Suponemos que existe otro punto C, distinto

de B’ tal que AB = AC. Luego A'B' = AC por C.. Se traza ahora la semirrecta A'S y se une S con B’y
con C. Enlos tridngulos A'SB’y ASC, aplicando C, resulta que ZA'SB’= ZASC, pero esto contradice C,
puesto que a un mismo lado de A’S hay dos semirrectas de origen S que determinan con A'S angulos
congruentes. Esto demuestra que B’ debe coincidir con C, es decir, B’ es tinico.

C,y C, permiten demostrar, para la congruencia de segmentos, los caracteres reflexivo, simétrico y
transitivo. C_hace posible definir la adicion de segmentos.

C, sienta la base de la congruencia de 4ngulos*, siendo innecesarios postulados anélogos a C, y C,
para definir la adiciéon de angulos.

Otras consecuencias de los postulados de este grupo son:

a) las definiciones de angulos suplementarios, angulo recto (que es el congruente con su suplementario),
angulos opuestos por el vértice (también llamados verticales) y triangulos congruentes;

b) los teoremas de congruencia de tridngulos (nuestros conocidos “criterios”).
En general, dos figuras son congruentes si puede establecerse entre sus puntos una corresponden-
cia biunivoca, tal que segmentos con extremos en pares de puntos homoélogos y angulos que tengan

por lados semirrectas homoélogas® son también congruentes.

Veamos el teorema con el que Hilbert demuestra que todos los dngulos rectos son congruentes, enun-
ciado que en Euclides es un postulado®.

Demostracion: (Fig. 34) sean

D" D" D’

(Fig. 34)

«_»

4 Parala congruencia de angulos se usa el simbolo “=; si se emplea “=” se esta indicando igualdad de am-
plitudes de los angulos. Por simplicidad usaremos el tiltimo simbolo.

5 Lahomologia es, en geometria, “relacién de los lados que en cada una de dos o mas figuras geométricas
semejantes estan colocados en el mismo orden” (DLE). A partir de los términos griegos homo (igual) y
logos (palabra), son homologos los objetos que “se nombran igualmente”, en muchas demostraciones,
por ejemplo, puntos A y A, o segmentos AB y A'B’ aunque todos sabemos que esto no es esencial sino
accesorio en una prueba.

6 Teorema 15 en (Hilbert, 1902: 20). El postulado de Euclides es el IV (véase cap. 4, pag. 62).
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ZBAD = ZCAD (1)

suplementarios y congruentes y, en igual condicién,

/BAD’ = LCAD’ (2).

Los cuatro angulos por hipdtesis son rectos.

Sibien por (1) y (2) cada 4ngulo es congruente con su suplementario, no sabemos si Z/BAD = /BAD’,
por ejemplo. Entonces, admitimos que son incongruentes e intentamos obtener algiin absurdo por
esta via.

Suponemos que:

/BAD’= ZBAD” (3).

De (2) y (3), aplicando el axioma CS, se tiene

ZCAD’ = ZBAD” (4).

Por tener suplementos iguales resulta

/CAD” = /CAD’ (5).

De (4) y (5) se deduce

ZCAD” = ZBAD” (6).

Dado que ZBAD = ZCAD, es posible’ trazar en ZCAD una semirrecta interior AD" tal que

ZBAD” = ZCAD” (7).

Finalmente (6) y (7) nos llevan a que ZCAD”= ZCAD”, lo que es absurdo por contradecir C,. Luego
(3) es falsa y el teorema queda demostrado.

7  Se demuestra en Teorema 13 (Hilbert, 1902: 19).
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El axioma de paralelismo

La introduccién de este axioma simplifica grandemente los principios fundamentales de la
geometria y facilita en no poco grado su desarrollo (Hilbert, 1902: 11).

Con la adopcidon de este axioma es posible desarrollar las teorias del paralelismo y la semejanza,
la homotecia®, el estudio de las figuras circulares y el teorema de la suma de 4ngulos interiores de
un tridngulo. Hilbert en su obra antepone este axioma a los de congruencia. Se trata del conocido
axioma de Euclides, en una de sus versiones equivalentes.

Axioma de PARALELISMO

Axioma Enunciado Finalidad

Por un punto exterior a una recta a existe, en el plano de- .
. o Caracterizar el parale-

p terminado por la recta y el punto, una tinica recta que no | ..
lismo de rectas.

corta aa.

La tal recta que no corta a a es la que llamamos paralela a a. El enunciado contiene dos aserciones:
a) que siempre existe una recta que no es secante con a, y
b) que dicha recta paralela es la tinica posible.

Un teorema inmediato es el siguiente: si dos rectas a, b, de un plano no encuentran a una tercera
recta ¢ del mismo plano, entonces no se encuentran entre si (Hilbert, 1902: 11).

Demostracion: si a y b tuvieran en comidn un punto A, habria en el plano dos rectas por A que no
encuentran a ¢, y esto contradice el axioma P.

La inclusién del postulado de paralelismo imprime a la geometria euclidiana un conjunto de pecu-
liaridades que resultaran patentes cuando se la compare con otras geometrias, y que pasan inadver-
tidas a la mayoria de las personas.

Los axiomas de continuidad

La caracteristica de continuidad de la recta, del plano y del espacio, se establece a través de axio-
mas, pues no alcanzan para esto los considerados hasta aqui. Se demuestra con ellos que entre dos
puntos de una recta siempre hay otro, pero no se asegura que esos puntos “llenen” toda la recta.
Tampoco se puede establecer que un segmento con un extremo en el interior de un poligono y otro
en el exterior, corte a su contorno (Fig. 35). Intuitivamente la continuidad significa que en el espacio
geométrico euclidiano no hay “agujeros”.

8 Dado un punto O y un nimero real k se llama “homotecia de centro O y razén k” a la transformacién del
plano que hace corresponder a un punto P # O un punto P’en la semirrecta OP tal que OP'/OP = k.
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(Fig. 35)

Axiomas de CONTINUIDAD

Axioma | Enunciado Finalidad

SiA, es un punto del segmento arbitrario AB, y los
puntos A , A3, A4, ..., son tales que A-A-A, AI'AZ'A;’ Establecer la corresponden-
Co A-A-A, etc,y ademds AA; = A1A; = AA5 =, cia entre puntos de la recta'y
entonces en la serie de puntos A, A , Aa, ... existe un | niumeros reales.

A, tal que A-B-A,.

Los elementos de la geometria forman un sistema | Establecer la correspondencia
Co, no susceptible de ser ampliado si se quiere conser- | entre niimeros reales y puntos

var la validez de los axiomas precedentes. de la recta.

El axioma de Arquimedes

Co, es conocido como axioma de Arquimedes o de Eudoxo-Arquimedes®. Existe una versiéon menos
puntillosa: “dados dos segmentos desiguales, existe un multiplo del menor que supera al mayor”.
Veremos como con este postulado puede establecerse la correspondencia fundamental entre pun-
tos de la recta y los nlimeros reales a que nos tiene acostumbrados la geometria analitica.

Pensemos inicialmente en una recta cualquiera con un punto cualquiera sobre ella, que llamare-
mos X (Fig. 36). ;Como hacer para asignarle a X un nimero real?

X

(Fig. 36)

Coloquemos sobre la recta una sucesion de puntos A:ALALA, ..., que determinen segmentos con-
gruentes como indica el postulado. Al punto A_le hacemos corresponder el nimero real o.

Caso 1. Si justamente uno de los puntos A, coincide con X le asignamos a este el numero real i. Por
ejemplo, en la Fig. 37 tenemos X — 1, donde “—” indica la asignacion.

9  Véase lanota 24 del cap. 1.
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(Fig. 37) Al punto X se le asigna el nimero real 1.

Tomando puntos simétricos de los A, respecto de A , que simbolizaremos A’, A ', etc., podremos asig-
nar nimeros enteros negativos a los mismos; es decir que si X coincidiera con AI’, entonces X — —1.

Caso 2. Si no se da el caso 1 significa que X quedé entre dos puntos A, y A, . Supongamos que esto
seaentre A yA (Fig.38):

A
i i iy 5

A A A A

(Fig. 38)

Ahora dividimos el segmento A, 4, en diez partes alicuotas™ con puntos Bi:BO, B,B,..., B, haciendo

coincidir B con A y B_con A Si X cae ahora sobre alguno de los B. le asignamos a X el nimero i,j
o 1 10 2. 1

(un decimal exacto). Vamos a hacer una ampliacién del segmento A, A, para ver mejor, suponiendo

que X esta sobre B. Resulta asi X — 1,3 (Fig. 39).

e

]
[
L

o
=<1 ]
=K

2

(Fig. 39) Al punto X le asignamos el nimero 1,3.

Resulta interesante considerar que se dividié A;A, en diez partes porque estamos adoptando la
base numérica 10. Podriamos trabajar en otras bases, digamos, en base 5, dividiendo m en cinco
alicuotas, con puntos B, B, B, ..., B,. Obsérvese que X no puede coincidir con el extremo derecho
del segmento porque de ser asi no tendria sentido haberlo dividido en alicuotas.

Supongamos que X no hubiera coincidido con ninguno de los B,y que estuviera situado entre By B..
Entonces ahora dividimos B3 B, en diez alicuotas mediante puntos C:C,=B,C,...C =B,ysi X
coincide con un C, resulta X — i,jk. Digamos que si X = C, entonces X — 1,36.

El procedimiento descripto puede continuarse, y si en algtin paso X cae sobre un punto de divisién,
le asignamos un nimero decimal exacto.

10 Esto puede hacerse a partir de los postulados de congruencia y paralelismo, mediante la conocida cons-
truccion euclidiana de divisién de un segmento en partes congruentes.
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Caso 3. Puede suceder que en las sucesivas subdivisiones vistas en el caso 2, el punto X quede siem-
pre entre dos puntos con subindices h, h + 1; por ejemplo, si X cae entre B/ y B , luego entre C y C,,
luego entre Dy D, y asi indefinidamente. En esta situacion a X le asignamos un nimero decimal
periodico. Por lo dicho seria X — 1,333...

Pueden facilmente razonarse las distintas variantes que harian corresponder a X otros decimales
periodicos (puros o mixtos) tales como 1,3444... 0 1,324324...

Caso 4. Finalmente, si en la mecanica de las divisiones y subdivisiones, X no coincidiera jamds con
alguno de los puntos divisores", ni se diera el Caso 3, estariamos en condiciones de asignar a X el

numero con la mantisa infinita no periédica que correspondiera, es decir un ntimero irracional.

Veamos un ejemplo:

Paso X esta entre Namero asignado en el paso
I A YA, X—>1

2 B,yB, X—>14

3 CyC, X > 1,41

4 D4 y D5 X > 1,414

5 Ey E3 X > 1,4142

De esta cadena que podemos suponer infinita de pasos resultaria X — V2. La fundamentacién se
basa en la consideracién de las dos sucesiones monédtonas de ntimeros racionales siguientes:

1< 1,4 < LAL < L414 < LAI42 < oo M < o
2>1,5> 1,42 > L415 > L4143 > ... 1< o

que cumplen que, dado un niimero positivo arbitrariamente pequefio €, existen siempre unos tér-
minos m_y n, tales que su diferencia, en valor absoluto, es menor que &.

Puede decirse que ambas sucesiones definen al niimero irracional V2, como el limite al que
ellas tienden.

;Qué papel juega aqui el axioma de Arquimedes? Volvamos a mirar la Fig. 38. El axioma nos garan-
tiza que hay siempre un multiplo de AyA; que supera a AyX. También, en la division del A; A, (Fig.
39), que hay un multiplo de ByB; mayor que ByX. En general, asegura la existencia de un multiplo
de la parte alicuota que supera al segmento determinado por el extremo izquierdo y el punto X™.

11  Obviamente que esto es impracticable, pero tedricamente es comprensible e inobjetable.

12 Existen geometrias no arquimedianas; en ellas no se cumple el axioma de Arquimedes.
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El axioma de completitud

Ahora nos enfrentamos al problema inverso: dado un ntimero real cualquiera, establecer un proce-
dimiento para asignarle un punto de la recta.

Sobre una recta consideremos como antes los puntos A: A, A, A, oy los segmentos
AOA1 = A1A2 = A2A3 =..

Caso1. A oleasignamos A . A un numero entero i le hacemos corresponder el punto A, si es positivo,
o el simétrico de A, respecto de A_ (A)) si es negativo. Vemos en la Fig. 40:0 >A ;2 > Ay -3 > A’

= 4y 4, r 4, 4, 4,
I- i o il s £
=5 0 2

(Fig. 40)

Caso 2. Para un nimero racional positivo no entero que sea expresable como una fracciéon "/ , bas-

tara con dividir cualquier segmento A4;4;., en n alicuotas y luego tomar sobre la recta, a partir de

A_, m segmentos consecutivos congruentes con la alicuota. El extremo del tltimo segmento sera el
. m . ; . .

punto asignado a"/,. Por ejemplo a "/, le asignamos el punto K de la Fig. 41.

1 parte alicuota

.r'.‘..l K- ,"J_:
i e e i
-
e

7 partes alicuotas

(Fig. 41)
Si la fraccién es negativa, por ejemplo 7/, se le asigna el simétrico de K respecto de A .
4 o

Caso 3. Nos resta ver como hacemos corresponder puntos a niimeros irracionales como, por ejem-

plo, V2 = 1,41421356237...

Es posible formar dos conjuntos de ntiimeros racionales que se vayan aproximando, por defecto y
por exceso, a V2:

L = {1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ...},
L’ = {2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; ...}.

Todos estos niimeros se pueden poner en correspondencia con puntos de la recta, tal como se hizo
en los casos 1y 2. Aqui vemos algunos (Fig. 42)":

13 A y B, no visibles, son los correspondientes de los nimeros 1y 2.
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(Fig. 42)
Podemos asociar los conjuntos de niimeros racionales L y L’ con sendos conjuntos de puntos
K={A,A,AA, ..},
K'=1{B,B,B,B,,..}.
Ahora introducimos la nocién de cortadura™. Para definir una necesitamos:
1. un conjunto C donde esté establecida una relaciéon de orden R,
2. dos subconjuntos de C no vacios: C, y C,,
3. la condicién de que para todo x de C, xRy con todo elemento y de C..
La condicién 3 puede también enunciarse de manera alternativa, asi:
3. todo elemento de C preceda o siga (segtin R) a todo elemento de C..
Para el caso de L y L se observa que tomando:
C=QC=LC=LR=",

se establece una cortadura en el conjunto Q dado que se cumplen las tres condiciones anotadas. La
cortadura se denota (L, L).

Anélogamente para los conjuntos Ky K’, con C = {puntos de larecta}, C =K, C = K’, R = orden lineal®,
se constituye una cortadura (K, K’) en el conjunto de puntos de la recta.

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass®, segin el cual todo conjunto infinito y acotado de nimeros
reales posee punto de acumulacién (o punto limite), resulta que L y L tienen un punto de acumulacién

14 Sobre las cortaduras hay varias definiciones. En algunos casos se habla de un tinico conjunto que esta-
blece la cortadura y, en otros casos, dos. En particular, si se trata de cortaduras en el conjunto Q (ntimeros
racionales), se las denomina “de Dedekind”. Hay también una clasificaciéon de las cortaduras en corte,
laguna y salto, pero se sale de mi objetivo detallar estos tipos de cortadura.

15 Esdecir, la relacion de orden lineal establecida a partir de los axiomas de orden.

16 Bernard Bolzano (1781-1848), Karl Weierstrass (1815-1897).
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comun que separa ambos conjuntos. Diremos que dicho punto es el elemento de separacion de la
cortadura (L, L) y, para el caso analizado, se trata del irracional V2.

De manera muy parecida, aplicamos el axioma de Dedekind” que establece que toda cortadura en
la recta admite un punto de separacidn, es decir, uno que deja a todos los de K por un lado y a los
de K’ por otro. Este elemento de separacién es tinico (esto se demuestra) y puede pertenecer a K o
K’, 0 aninguno de ellos.

Por lo tanto, el elemento de separacion de (L, L) se corresponde con el de (K, K’), que es un punto
de la recta®. En este lugar interviene el axioma de completitud Co,, pues si no estuviera sobre la
recta, resultaria que el sistema de puntos de la recta seria ampliable, y eso contradiria dicho axioma
(Toranzos, 1943: 147). En palabras de Hilbert,

(-..) este axioma no nos dice nada concerniente a la existencia de puntos limite o a la idea de con-
vergencia. Sin embargo, nos permite demostrar el teorema de Bolzano [Bolzano-Weierstrass],
en virtud del cual, para todos los conjuntos de puntos de una recta situados entre dos pun-
tos definidos, existe necesariamente un punto de acumulacion, es decir, un punto limite.
Desde un punto de vista tedrico, el valor de este axioma es que conduce indirectamente a la
introduccién de los puntos limite y, por lo tanto, hace posible establecer una corresponden-
cia uno-a-uno entre los puntos de un segmento y el sistema de los nimeros reales. En lo que

sigue, no se hard mas uso del axioma de completitud (Hilbert, 1902: 25).

En resumen, los postulados de continuidad, juntos, permiten establecer la tan fundamental co-
rrespondencia biunivoca entre nimeros reales y puntos de la recta. Es de esperar que el lector, en
especial si es estudioso de la matematica, valore que su cotidiana recta numérica, utilizada tantas
veces, por ejemplo, al confeccionar graficos cartesianos, requiere de un importante y profundo fun-
damento tedrico. Y asi acontece con tantos otros contenidos usuales.

Otros enfoques

La riqueza de la matematica y su coherencia interna, se ponen en evidencia en el hecho de que es
posible desarrollar los contenidos con enfoques diferentes, con iguales resultados. Como muestra
de esto que decimos, veremos brevemente en las siguientes secciones como pueden axiomatizarse
las relaciones graficas, la congruencia y la continuidad. También quedara patente como algunos
objetos basicos de la geometria pueden ser primitivos o definidos segtn los axiomas escogidos, y
cOdmo unos enunciados que en cierto sistema son postulados, son teoremas en otro.

17 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916).

18 Dedekind define a todo niimero real como elemento de separaciéon de una cortadura y establece un iso-
morfismo entre los niimeros reales y las cortaduras.
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Otro sistema de axiomas graficos

Veremos brevemente un desarrollo basado en un sistema de axiomas graficos distinto del hilbertiano,
siguiendo a la escuela de Pasch (véase cap. 5, pag. 94)°. Se adoptan como entes primitivos el punto, el
segmento y la regién plana finita, considerandose estos dos tltimos més intuitivos que la recta y el plano.

Axioma 1 — Hay infinitos elementos llamados puntos.

Axioma 2 — Dos puntos cualesquiera A, B, determinan univocamente un conjunto de infinitos pun-
tos llamado segmento AB.

A'y B son los extremos del segmento. Siguen las definiciones (que no incluyo) de punto interior y punto
exterior al segmento AB.

Axioma 3 - (Fig. 43). Si C es interior a AB,no esta Ben AC niA en BC.

A c B D
A "

(Fig. 43)
Axioma 4 - Si C es interior a AB, todos los puntos de AC y BC pertenecen a AB.
Axioma 5 - Si C es interior a E, todo punto de AB estaen AC o en BC.

Se define prolongacién de AB por el extremo B como el conjunto de los puntos D (Fig. 43) tales que B
es interior al AD. Su simbolo es AB.

Un punto no puede pertenecer simultaneamente a AB y a una de sus prolongaciones, ni a ambas
prolongaciones a la vez.

Axioma 6 — (Fig. 44). Si BD y BD' son prolongaciones de AB por el extremo B, D esta en BD' o D’
estaen BD.

A B D D

- i =i}

(Fig. 44)

Axioma 7 — (Fig. 45). Si D esta en AB y Een BA, A y B estan en DE.

E A B D
% ” # i

(Fig. 45)

19 Elsistema es de Julio Rey Pastor (1888-1962), véase Toranzos (1943: 138-140).
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Todavia no se ha hablado de la recta. Justamente a continuacion esta se define. En este ordenamiento
de la teoria la recta es un ente definido: se llama recta AB al conjunto de los puntos de un segmento
AB y de sus dos prolongaciones AB y BA. Podemos escribir, con notacién conjuntista:

AB = BAUAB U AB

Ya se puede demostrar (no voy a incluir aqui la prueba) que una recta estd determinada por dos cuales-
quiera de sus puntos. Ahora entra la segunda dimension:

Axioma 8 — Hay puntos exteriores a toda recta.

Axioma 9 - (Fig. 46) Si A, B, C, son tres puntos no alineados, A’ es interior a BC y D es interior a H,
las rectas AB y CD tienen un punto E en comun.

E

(Fig. 46)

Claramente este postulado cumple el mismo papel que el axioma de Pasch, el O, de Hilbert: carac-
terizar el ordenamiento de puntos en el plano.

Siguen las definiciones de dngulo, de tridngulo y (sorprendente) de plano: si A, B, C, son tres puntos
no alineados, se llama plano al conjunto de los puntos de todas las rectas determinadas por cada
uno de esos puntos con cada uno del segmento definido por los otros dos (thaga un dibujo y lo
verdl). Es una definicién muy interesante.

Sobre lo hecho hasta ahora se demuestran estos teoremas:

a) un plano esta determinado por tres cualesquiera de sus puntos, no alineados;

b) toda recta que tiene dos puntos en un plano esta contenida en él.

Y para finalizar el desarrollo del enfoque presentado, se agrega un axioma que permite introducir
la tercera dimensién:

Axioma 10 — Hay un punto exterior a cada plano.

Hemos visto un ejemplo de lo ya dicho: un objeto es primitivo o definido, y un enunciado es
postulado o teorema, segtin el ordenamiento dado a la teoria.
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Otra manera de axiomatizar la congruencia

Los postulados de congruencia del sistema de Hilbert son una manera de caracterizar tal relacién.
En otros sistemas se axiomatiza el concepto de movimiento (un movimiento geométrico, no fisico),
asi que dos figuras son congruentes si existe un movimiento que puede “poner una sobre otra” tal
que coincidan todas sus partes. El movimiento geométrico es una transformacién puntual biunivo-
ca (o sea una funcion que hace corresponder puntos del espacio a puntos del espacio). Sigue ahora
un ejemplo de axiomas alusivos (Toranzos, 1943: 143)*:

Axioma I - En un movimiento una recta se transforma en una recta.

Axioma 2 — Dados una semirrecta a con origen A y un semiplano o de borde la recta que contiene a
a; y dados una semirrecta a’de origen A’y un semiplano o’ de borde la recta que contiene a a’, existe
un movimiento que hace corresponder A con A, a cona’y o con o’.

Axioma 3 - Si en un movimiento quedan fijos tres puntos no alineados, quedan fijos todos los de-
mas puntos (es decir que ese movimiento es la transformacién idéntica).

Lo expuesto va de la mano de que los movimientos en el espacio tienen estructura de grupo, esto
es, que el producto o composicién de dos movimientos es otro movimiento y que cada movimiento
tiene un inverso.

En Moise (1974) puede verse un enfoque de la congruencia de segmentos a partir de la distancia y
de la congruencia de angulos a partir de la amplitud angular. Ambas, distancia y medida angular, se
definen como funciones, en un tratamiento métrico de la geometria desarrollado desde la teoria de
los niimeros reales”. Como se ve, el estudio de la geometria es rico en posibilidades.

Alternativa para axiomatizar la continuidad

Un camino diferente para axiomatizar la continuidad es el de Cantor, utilizando nuestro anterior
postulado Co, y este otro (de enunciado algo largo)*:

Axioma Co_’ - (Fig. 47). Dadas dos sucesiones mondtonas de segmentos 0A;, OB, tales que

a) 04, < 04, < 04 <...< 04, <..,

OB, > 0B, > 0B >...> OB, >..,

b) OA;,, < OB, paratodon,y

20 Este enfoque fue iniciado por Hermann von Helmholtz (1821-1894) y perfeccionado por Klein.
Véase cap. 14, pag. 249.

21 Iniciado por George D. Birkhoff (1884-1944). Véase cap. 14, pag. 255.

22 Debe tenerse en cuenta aqui que, para simplificar, la notacién que usé para los segmentos representa
tanto a ellos como a sus longitudes. Véase en “Consideraciones preliminares”, pag. 21.
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¢) para cualquier segmento arbitrario ¢ existe un subindice m tal que para todo n > m se verifica
A, B, <&, entonces existe un punto X nico tal que para todo n: 04, < X< 0B,,.

J{:: E_ B

'_,h N
. a - M - »
o ‘il “1: ‘is X B; B, ‘81

(Fig. 47)

Se ve claramente que la longitud de los segmentos A,B,A,B,,...es cada vez menor y tiende a cero
amedida que avanza el valor del subindice n. Este método de Cantor para introducir la continuidad
se conoce como el principio de los intervalos encajados. E]l punto X es el limite comtin de las sucesiones
mondtonas convergentes. Cualquier par de estas sucesiones de puntos sobre la recta tiene un punto
limite tinico.

De este axioma surge que a cada nimero corresponde un punto de la recta. Es equivalente a Co, (de

completitud) pero, caso interesante, lo es sdlo si previamente se acepta Co, (de Arquimedes). Para
ampliar sobre este aspecto, véase Toranzos (1943: 149).

[107]



[Capitulo 7]

El postulado V de Euclides

Euclides realizo su tarea con tal perfeccién que solo el desarrollo intelectual de las ultimas
décadas del siglo XIX pudo darle alcance y generalizar su obra, confirmandola mas que
atacandola con dicha generalizacién (Colerus, 1972: 49).

Puede decirse, aunque ello resulte extrano, que el primer matematico que contribuy6 al
descubrimiento de tales geometrias no euclidianas es el mismo Euclides (Hausmann, 1968: 37).

El celebérrimo “postulado de las paralelas™ nos va a ocupar un tiempo la atencion. Fue el desen-
cadenante de uno de los mas apasionantes desafios intelectuales de todos los tiempos. En aras de
darle respuesta salieron a la luz, entre otras cosas, las geometrias no euclidianas. |Es por esto que se
suele considerar a Euclides como el primer promotor de esas geometrias!

Naci6 el Postulado en Elementos y la compleja problematica que se originé fue resuelta, increible-
mente, luego de una veintena de siglos. Como es comin que suceda en la historia de los problemas
famosos (y mas alla del hallazgo de una solucion, que puede o no acontecer) se produce un enrique-
cimiento de los contenidos de la ciencia y surgen reflexiones relacionadas con ellos.

El postulado bajo sospecha

Antes de él [Euclides] la teoria de las paralelas parece haber sido defectuosa, tal como pue-
de inferirse a través de la critica de Aristoteles, si bien no sabemos exactamente en qué con-
sistia el defecto. Con el fin de dar a la teoria firme fundamento, formula Euclides su Quinto
Postulado (...) que fundamenta firmemente la teoria de las paralelas pero que origina, sin

embargo, un nuevo problema (Hausmann, 1968: 37).

Aunque debamos repetirlo, leamos con atencién el enunciado del Postulado V, pero ahora con ter-
minologia moderna:

si una recta corta a otras dos y en uno de los semiplanos que determina se forman dngulos conjugados
internos cuya suma es menor que dos rectos, las rectas dadas se cortan en dicho semiplano (Fig. 48).

(Fig. 48) La célebre disposicién de rectas del Postulado V

1 En algunas ediciones de Elementos figura como “Axioma XI”.



Por ser el lenguaje matematico moderno mas conciso y preciso, este enunciado es mas breve que el del
original (véase cap. 4, pag. 62), el cual, ademas, es menos intuitivo que sus postulados compafierosIaIV.

Obsérvese, ademas, la presencia de un si-entonces, lo cual le da un notable aspecto de teorema.
A estas notas pueden anadirse otras, a saber:

- La Proposicion L17 de Elementos (véase cap. 4, pag. 70) es el reciproco del Postulado V y resulta
extrafio que dos enunciados matemaéticos, teorema uno, postulado el otro, guarden esa relacién
de reciprocidad. Siendo mas detallistas, fijémonos que en la Proposicion L.17 dice que dos angulos
cualesquiera de un tridngulo suman siempre menos de dos angulos rectos, mientras que el Postula-
do, por su parte, afirma que bajo la condicién cumplida de que los dos dngulos conjugados sumen
menos de dos rectos, se forma un triangulo entre las tres rectas protagonistas del hecho geométrico.
Algunos comentaristas del pasado opinaron que el Postulado deberia haber estado entre las propo-
siciones, junto a la L.17, precisamente.

- Euclides hizo un uso tardio del Postulado V. Demostré veintiocho teoremas sin él y recién en la
Proposicién 1.29 lo utilizé por primera vez. Llamativamente, prefiri6é aplazar su uso lo mas posible,
pese a que pudo usarlo antes, como si é] mismo no estuviera muy convencido (Hausmann, 1968: 38).

Que sea menos intuitivo o que fue usado tardiamente no son razones estrictamente matematicas
que digamos, pero lo cierto es que todos estos ingredientes se mezclaron en una pocién que embru-
jo a los matematicos. A partir de alli intentaron deducirlo basandose en los axiomas y en los cuatro
primeros postulados. Los innumerables esfuerzos realizados (que, de tener éxito, lo habrian trans-
formado en teorema) fracasaron irremediablemente.

;Cual fue la causa de estos fracasos? El circulo vicioso (véase cap. 3, pag. 53). Justamente, en las argu-
mentaciones los matematicos admitian una y otra vez postulados equivalentes al V, en el sentido que se
explicé en el cap. 5, pag. 81. Pero no se trataba de poca inteligencia; tales postulados equivalentes eran
sutiles, imperceptibles, y se colaban en el razonamiento y en la buena fe del entusiasmado pensador.

Algunos intentos de demostracion

Sin duda, Euclides habria preferido, de muy buena gana, demostrar este patito feo, en lugar
de tener que darlo por supuesto (Hofstadter, 2007: 102).

Examinaremos aqui algunos ejemplos de falsas demostraciones (y también mas adelante, luego de
tratar algunos temas necesarios). Los “ataques” al problema fueron:

- a veces frontales, es decir, que se iba tras la demostracién del mismisimo enunciado del Postulado
tomado como tesis de un teorema, tal como se muestra seguidamente en los cuatro primeros intentos;

- 0 bien se cargd “por la retaguardia”, por reduccién al absurdo, como en el intento de pag. 124, en el
gran intento del capitulo 8 y en el cap. 10, pag. 206;

2 ;Somos atrevidos, nos hemos metido con nuestra suposicién en la psiquis de Euclides!
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- 0 “por el flanco”, tratando de hallar una prueba, sin recurrir al Postulado, de un teorema del cual el
Postulado fuera una consecuencia. Tal es el caso de los intentos quinto, sexto y séptimo presentados,
también en el cap. 8 y en cap. 10, pag. 204>

El intento de Claudio Ptolomeo (c. 85-c. 165). Ataque directo
Este famoso astronomo, conocido por su dominante modelo geocéntrico del Sistema Solar, fue

también un importante matematico. Ademas de trabajos de trigonometria, nos dejé el siguiente
teorema falso que “demuestra” el Postulado V (Guasco et al., 1996: 151; Bonola, 1945: 21).

A ?I B
371

1/2
of

(Fig. 49)

Considérense las rectas paralelas AB y CD, cortadas por la transversal t (Fig. 49). Se tiene que
1 4+ 3 = 2R por ser adyacentes y, por lo tanto, suplementarios. Por la misma causa, 2 + 4 = 2R.
Estonos conduceal +2+3 +4 = 4R (¥

Sifuese® + 2 > 2R seria también3 + 4 > 2R, ya que a ambos lados de t hay una situacién comple-
tamente simétrica de las paralelas. Pero estas dos desigualdades son imposibles porque sumando-
las miembro a miembro resulta® + 2 + 3 + 4 > 4R, lo que contradice la igualdad (*).

Razonando de manera analoga, también es imposible % 4+ 2 < 2R, etcétera.

No queda entonces otra opcién y debe ser f + 2 = 2R. Resulta, entonces, que ha demostrado la
implicacion AB // CD =1 + 2 = 2R

La logica nos ensefia que el contrarreciproco también es cierto, asi que T + 2# 2R = AB corta a CD,
por lo que queda demostrado el postulado V.

Antes de decir donde est4 la falla de esta “demostracion”, preguntémonos en qué parte de la argu-
mentacion se ha aceptado algo sin discutir, dandolo por cierto sin poner objeciones (tic, tac, tic, tac, ...).

Esto ha pasado con la afirmacién:

“a ambos lados de t hay una situacién completamente simétrica de las paralelas”.

3 Por abuso de lenguaje diré “demostrar el Postulado” lo que es incoherente pues un postulado no se de-
muestra. Quiero decir “demostrar el enunciado del Postulado”. Por otra parte, la terminologia militar que
utilicé es solo un adorno metaférico para evocar el combate intelectual sin tregua que se estaba desarro-
llando. jAl ataque, mis valientes!
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O sea que (obsérvese que nos referimos a semirrectas) si es cierto que FB // GD, también resulta FA // GC.
De hecho, tal enunciado es aqui un postulado, pues lo hemos admitido como verdadero sin que medie
una demostracion. Y ademas es equivalente al V de Euclides. Ptolomeo incurrié en peticién de principio*.

Intento de John Wallis (1616-1703). Ataque directo

Este notable matematico inglés, de época proxima al surgimiento del Calculo, propuso la siguiente
interesante prueba del Postulado:

sean ay b dos rectas cortadas por la transversal EF en Gy H, con las condiciones del Postulado (Fig. 50),
(Hausmann, 1968: 40; Bonola, 1945: 32) es decir:

ZCHG + ZFGB < 2R. (1)

I

S M

mmmssmssmmnas ey

H
/7 C

(Fig. 50)
Se tiene que ZFGB + ZBGE = 2R, por ser adyacentes. (2)
De (1) y (2) se deduce que ZCHG < ZBGE. (3)

Si ahora se traslada H sobre la recta EF con b rigidamente unida a él hasta que H coincida con G,
—_— —

entonces por (3) HC ocupara la posicion GI, interior al ZBGE. Esto implica que, en alguna posicién

intermedia, tal como JK, debié cortar a a en un punto L.

Sobre la base GH se construye el triangulo GHM semejante al GJL. Pero esto significa que ay b se en-
cuentran en el punto M, vértice de aquel tridngulo y jel Postulado ha sido demostrado! {Magnifico!

Lamentablemente hay que suspender el brindis de Wallis pues la demostracion es falsa. Notese que
ciertamente fue admitido (sin discusion) que es factible construir el tridngulo GHM semejante al GJL.
Esto, como quedara en evidencia mas adelante, es un postulado equivalente al de Euclides.

4 Pido al lector un poco de paciencia y que no trate de entender cabalmente todo de una vez. Las ideas
necesitan de una gradual maduracién. Esto resultara clarisimo mas adelante.
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Intento de Wolfgang Bolyai (1775-1856). Ataque directo

El hiingaro Wolfgang (o Farkas) Bolyai, quien trabaj6 en el problema del Postulado por bastante
tiempo, fue padre de Janos Bolyai (1802-1860), uno de los fundadores de la geometria no euclidia-
na denominada “hiperbélica”. Junto con el aleméan Carl Gauss (1792-1856), que fue compaiiero de
universidad de Wolfgang, y el ruso Nicolai Lobachevski (1792-1856) dieron los primeros pasos en esa
nueva geometria. En realidad se les habia adelantado el jesuita italiano Gerolamo Saccheri (1667-
1733), pero su obra permaneci6 largo tiempo desconocida y fue por él mismo injustamente dimen-
sionada, porque no la consideré una geometria valida.

W. Bolyai parte de tres rectas a, b y AB, en las condiciones del Postulado (Fig. 51) (Guasco et al., 1996: 152).

Se toma M, punto medio del AB. Se trazan los puntos M’y M” simétricos de M respecto de a y b.

(Fig. 51)

M, M’y M” no pueden estar alineados (piense por qué’); por eso determinan una tinica circunfe-

rencia. MM’y MM"' son, por lo tanto, cuerdas de ella. Por la construccion efectuada, las rectasa 'y b
contienen a las mediatrices de esas cuerdas que, como se sabe, se cortan en el centro O de la circun-
ferencia. Esto significa que a y b se cortan en O, lo que demuestra el Postulado.

Aqui se ha admitido que por tres puntos no alineados pasa una circunferencia. Pero esto depende de
que las mediatrices de los lados de un triangulo concurran en un punto a distancia finita, lo que va
ligado a la aceptacién previa del Postulado Ve.

Ademas, en relacién con la recta MM”, b y a son, respectivamente, perpendicular y oblicua a ella.
Como se vera més adelante, el que una perpendicular y una oblicua a una misma recta se corten,
depende también del Postulado’.

Luego de cansarse de intentar, Bolyai padre quiso convencer a su hijo Janos de que no perdiera el
tiempo con las triquifiuelas del Postulado:

5 De ser asi, los &ngulos conjugados internos a la derecha de AB sumarian 2R, en contra de la hipétesis.

6 Esto se aclara en cap. 10, pag. 192. En Bartrina y Capella (1908: 79) puede verse el tratamiento de la circun-
ferencia como un caso especial de una curva denominada “ciclo”.

7  Con esta idea central se presenta en Bonola (1945: 72) la demostracién de W. Bolyai.
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No te sumerjas en el estudio de las paralelas. Conozco ese camino hasta el final. He atrave-
sado esa noche sin fondo, que consumié toda la luz y todo el goce de mi existencia. Te lo
ruego, deja en paz la ciencia de las paralelas... Yo me dispuse a sacrificarme en beneficio de
la verdad; estaba decidido a convertirme en un martir que desalojaria el error del seno de
la geometria, y se la devolveria purificada a la humanidad®. He realizado una monstruosa,
enorme labor; mis logros han sido mucho mas plenos que los de otros, pero no he podido
cumplir por entero la tarea. Aqui es verdad aquello de que si paullum a summo discessit, vergit
ad imum®. He emprendido el regreso al ver que ningtin hombre puede llegar al fondo de esta
oscuridad. He emprendido el regreso desconsolado, compadeciéndome y compadeciendo
a la humanidad... He atravesado todos los escollos de este infernal Mar Muerto, y he vuelto
siempre con el mastil roto y las velas rasgadas. La decadencia de mi voluntad, y mi ruina,

tienen esta causa. Irreflexivamente, expuse mi vida y mi felicidad; aut Caesar aut nihil®.

Afortunadamente el hijo hizo caso omiso y luego, cuando Bolyai padre not6 el triunfo de Janos,
escribié: “Cuando llega el tiempo de sazdn para ciertas cosas, éstas aparecen en diferentes lugares®,
a la manera de las violetas que se abren en los comienzos de la primavera” (Hofstadter, 2007: 104).

Luego de este momento literario sensibilisimo, continuemos examinando més esfuerzos por obte-
ner la manida demostracion.

El intento que se debe posiblemente a un tal Aganis. Ataque directo

Aganis es un personaje antiguo bastante desconocido, que algunos historiadores identifican con

el filésofo Gemino de Rodas, aunque no hay certeza al respecto. Su demostracién fue recogida por
Gerardo de Cremona, traductor muy importante del S. XII, de una obra del drabe Al-Nayrizi®.

(2

(Fig. 52)

8 Esto que afirma Bolyai se debe a que era considerado un verdadero escindalo de la geometria el no haber
resuelto, a esas alturas de la historia, el problema del Postulado.

9  Verso de la Epistola de Horacio a los Pisones: “A poco que se aparte de la perfeccion, da en el extremo opuesto”.
10 “O César onada”.

11 Tal vez aludiendo a que la geometria hiperbdlica fue descubierta simultdneamente por su hijo y Gauss,
ademas de Lobachevski. En la historia de las ciencias no es poco frecuente la aparicién casi simultanea de
ideas o inventos que “estaban flotando en el aire”, a la espera de personas que los trajeran a la existencia.
En matematica son notables en este sentido: la invencién de los logaritmos por Napier y Biirgi (S. XVI),
el esbozo de las ideas centrales de la geometria analitica por Fermat y Descartes (S. XVII), y la fundacién
del célculo por Newton y Leibniz (S. XVII).

12 Fechas aproximadas: Gemino de Rodas (10-60), Gerardo de Cremona (1114-1187), al-Nayrizi (875-940). La
demostracién aqui presentada se ha adaptado de Bonola (1945: 25).
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Sean AB y DZ dos rectas cortadas por la transversal BZ (Fig. 52) tales que los angulos ZABZ'y Z/BZD
suman menos de dos rectos. No se quita generalidad si se supone ZABZ recto.

Se toma sobre DZ un punto arbitrario T'y se traza TL 1 BZ. Se determinan luego el punto medio P
de BZ, el punto medio M de PZ, etcétera, hasta que uno de los puntos medios (en la figura es el M)
cae en el LZ. Por ese punto M se construye la perpendicular a BZ, que encuentra a DZ en N.

Ahora sobre DZ se traza CZ, multiplo de ZN tanto como ZB es multiplo de ZM en nuestro dibujo,
comoZB = 4.ZM,setoma ZC = 4.ZN.

C resulta ser, entonces, el punto de encuentro de ABy DZ, lo que demuestra el Postulado.

Esta prueba tiene dos puntos objetables que luego el lector comprendera mas acabadamente. Se
notard inmediatamente que se trata de aspectos muy sutiles. Uno: aunque es un hecho con gran
evidencia intuitiva, no hay garantia de que la perpendicular MN se encuentre con la oblicua DZ,
tal como se lo ha aceptado en la prueba. Dos: al operar como se hizo con los multiplos, se admite
tacitamente que si se tienen segmentos congruentes sobre la oblicua DZ éstos se corresponden con
segmentos congruentes sobre BZ.

El intento a partir de la suma de angulos del triangulo. Ataque por el flanco

Si demostraramos que la suma de angulos interiores (S) de un tridngulo cualquiera es igual a dos
rectos, sin utilizar el Postulado, podria llegarse desde ese punto a deducir éste. Recordemos breve-
mente la demostracion escolar de que S, es igual a 2R (Fig. 53):
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(Fig. 53)

Sea el triangulo ABC. Se dibuja por A una recta paralela r al lado BC. Quedan determinados los pares
de angulos congruentes B’ = f y ' =y (por ser alternos internos entre las paralelas r y BC cortadas
por las transversales respectivas AB y AC). Como [’ + a + Y’ forman un angulo llano, en virtud de las
igualdades angulares dichas, resulta B + o +vy = 2R (= S,del ABC).

Ahora haremos el ejercicio de aceptar sin demostracion (o sea como postulado) que la S,del ABC es
2R, e intentar desde alli demostrar el Postulado V o alguno equivalente a él. Volvemos a la Fig. 53

(ignorando la recta r).

Suponemos que o + 3 +y =2R.
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Trazamos los puntos medios M y N de los lados AB y AC. Se construye NL 1 BC y, prolongando
dicho segmento, se traza NZ = NL. Se dibuja AZ. Los tridngulos que han quedado formados, NLC
y NZA son congruentes por criterio LAL, de donde y’ =Y.

También, construyendo MQ L BC,MP = MQ y AP, resulta § = B’ en los triangulos congruentes
BQM y APM.

De todo esto se deduce que B’ + o +7Y =3 + o + 7 = 2R, lo que significa que los puntos P, Ay Z, estan
sobre una misma recta r, y también que los angulos conjugados internos m y ¥’ son suplementarios.

Las rectas r y BC no pueden cortarse porque, suponiendo que se cortaran en un punto X (no se ve
en la figura), resultaria un triangulo ZLX con dos angulos rectos, lo que contradice el teorema .17
de Euclides. Podemos decir que 7 es la paralela a BC por A.

;Es tinica esta paralela a BC por A? Supongamos que hay otra, 7’

Hemos demostrado que la siguiente implicacién es cierta:

B + o + v = 2R = los 4ngulos conjugados internos son suplementarios. (1)

Luego la proposicién contrarreciproca también es cierta, a saber:

Los angulos conjugados internos no son suplementarios = 3 + o +y # 2R. (2)

Si existiera por A otra recta r’ que no cortara a BC, ella formaria con AC un angulo y” <y’ y se estaria
cumpliendo la implicacién (2) que contradice el axioma admitido que afirma que la S, del ABC es

2R. Por lo tanto la paralela » a BC por A es Unica, y esto es el Postulado V.

El siguiente teorema falso (desconozco el autor, aunque supongo que muchos siguieron esta senda)
“prueba” que S, = 2R sin usar el Postulado.

A

(Fig. 54)

Comenzamos con un triangulo cualquiera ABC, un punto interior O y los segmentos que unen a
este con cada vértice: 04, OB, OC (Fig. 54) (Guasco et al., 1996: 152).

El ABC queda fraccionado en tres triangulos, cuyos nueve dngulos se numeran en la figura (se omite
el punto O para mayor claridad).
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Se tiene: 1 + 2 =A\,3 +24 = B,S +6= C.(I)
Ademés: 7 + 8 + 9 = 4R, pues su unién forma el plano. (2)

Suponemos que la S, de un tridngulo cualquiera es un valor x, entonces, para los cuatro triangulos
de la figura:

A+B+C=x1+6+7=x2+3+8=x2+54+0=x.(3)

Sumando miembro a miembro las tres tiltimas igualdades (3), y ordenando y asociando términos, resulta:
(t+2)+B+2)+(B+6)+(7+8+9) =3x

que, teniendo en cuenta (1) y (2), nos lleva a:

A+B+C+4R =3x

Pero, por la primera igualdad de (3), podemos escribir x + 4R = 3x, de donde 4R = 2x y luego jx = 2R!

Se ha demostrado que S, = 2R para cualquier tridngulo, pero solo aparentemente. En efecto, nue-
vamente preguntamos: jqué afirmacion fue aceptada anodinamente sin discutirla siquiera? Pues
justamente aquella equivalente al Postulado V: la suma de dngulos interiores de un tridngulo es un valor
constante (el que nosotros llamamos x). El lector entendera bien el porqué mas adelante. Por ahora
esto esta lleno de sorpresas...

El intento de Nasir al-Din al-Tusi (1201-1274). Ataque por el flanco

Los arabes, entre los siglos IX y XIII protagonizaron un destacadisimo papel en la historia de la ma-
tematica y la ciencia en general. No estuvieron ajenos al problema del Postulado, como lo atestigua
el siguiente teorema del astronomo y matematico al-Tusi, conocido, ademas, por comentar algunos
trabajos griegos (Bonola, 1945: 26)".

Sean un segmento AB, una recta r perpendicular a él y otra s, oblicua a él (Fig. 55). Si se trazan desde
s segmentos perpendiculares a r, estos seran més cortos en la regién donde s forma con AB un an-
gulo agudo (£BAX), y méas largos en la region donde forma un dngulo obtuso (/BAX’); por ejemplo,
en la figura, se tiene XY < AB < X'Y'. Entonces, si se tiene un segmento A'B’ L r, congruente con
AB, necesariamente resultara que AA’ L ABy AA' 1L A'B'.

A

(Fig. 55)

13 Nasir al-Din al-Tusi es un nombre transliterado. También se lo puede hallar nombrado como Nasir-Eddin.
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De aqui resulta (no lo demostraremos) que AA" = BB’ y por lo tanto el ABBA’ es un rectangulo.
Nasir al-Din probd6 luego de esto, como mostramos a continuacién, que la suma de angulos interio-
res de un tridngulo es igual a dos rectos y desde esta “plataforma” demostro el Postulado V.

Su demostracién no es valida pues hay dos hechos que Nasir acepta, relacionados entre si e intima-
mente unidos al Postulado V, como también se vera:

a) que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta (r) es otra recta (AA);

b) que las rectas r y AA’ tienen perpendiculares compartidas (como AB y A'B).

El intento Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Ataque por la retaguardia
(reductio ad absurdum)

Legendre fue un matematico francés que se destacé por trabajos sobre integrales elipticas, la irra-
cionalidad del nimero 7 y una interesante incursién por el problema de las paralelas.

“Adridn-Mario” niega el Postulado V y parte en biisqueda de una contradiccién surgida de tal ne-
gacion (Hausmann, 1968: 43)'%. La negacion es indirecta, porque supone que la S de un tridngulo no es
2R. Si por esa via se llega a un absurdo, entonces es S, = 2R y de alli se puede deducir el Postulado.

Sea el triangulo ABC (Fig. 56). Se parte del supuesto de que la suma de sus angulos interiores es
mayor que dos rectos: S, = 2R + 0°.

Se traza el punto medio D de BC, se dibuja AD y se lo prolonga hasta E, tal que DE = AD. Se traza
EC, quedando asi determinado el tridAngulo ACE. Facilmente se demuestra que los tridngulos ABD
y CED son congruentes y de esto resultan las igualdades 1 = £,3 = B. (1)

(Fig. 56)
EnelABCesS.=1+2+ 4+ B.(2)

EnelACEesS,=3+4+2+E.3)

14 Elaqui expuesto se conoce como Segundo Teorema de Legendre.

15 La letra griega 0O (theta), que aqui representa el exceso sobre 2R de la S, del triangulo ABC, se pronuncia
“« » . “« » WK e » ’ .
tzeta”, o incluso “zeta”, no “tita” como se escucha frecuentemente de muchos profesores de matematica.
Lo mismo sucede con 1 (mi), mal pronunciada “mu”.
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Se nota inmediatamente, por (1), que (2) y (3) dan el mismo valor de suma de angulos, por lo tanto,
en el ACE la S, también es 2R + 0. Legendre nos muestra asi que, partiendo de un tridngulo y me-
diante la construcciéon efectuada, se obtiene siempre otro tridngulo donde se conserva la S..

Volviendo al ABC vemos que entre los angulos 1 y 2 uno sera menor o igual a la mitad de A. Supon-

A

> (4)

gamos aqui que 2 <
Es posible ahora repetir la construccién inicial, pero ahora a partir del triAngulo ACE, con K punto

medio de EC y AK = KF (aclaramos que si el caso hubiera sido 1 < = la construccion deberia ha-
cerse a partir del tridngulo ABD). Obtenemos asi el tridngulo ACF que también tiene S, = 2R + 0. En
este nuevo triangulo el angulo 2 queda dividido en 5y 8y uno de ellos serd menor o igual a la mitad

de?.Seab < % (5)
A
=3

S

Reuniendo (4) y (5) podemos deducir que 5 <

Si continudramos con este tipo de construccién, siempre teniendo en cuenta el angulo “menor o
igual que la mitad de...”, irfamos fabricando tridngulos con la misma S, pero con un angulo en dismi-

A A

nucién que ira siendo menor o igual que — —  _, yllegara a ser al fin, para cierto tridngulo,

menor que... ie! 23 ’ 24 yaans on

Pero esto ultimo significa que los dos angulos restantes de ese tridangulo suman mas de 2R lo que
contradice el teorema L.17 de Euclides, segin el cual esa suma debe ser menor que 2R. El absurdo
provino de suponer que S, = 2R + 0. {Hermoso teorema!

Es notable que, en cada paso de la construccién, el tridngulo resultante tiene dos lados sensible-
mente mas largos que los del paso anterior. Por lo tanto, si deseamos efectuar varios trazados pronto
estaremos en apuros, ya que necesitariamos un papel de gran longitud para que quepan los dibu-
jos. O sea que, a mayor cantidad de pasos constructivos, la longitud de estos dos lados tiende a infini-
to. Esta situacion es clave en cierto modo; luego la recordaremos cuando convenga a la explicacion.

Descartado que S, > 2R, Legendre supuso que S, < 2R, o sea S, = 2R - 0. No es posible aplicar la mis-
ma argumentacion anterior por lo que debe seguirse otro camino. Sin embargo, Legendre no pudo
arribar a ninguin absurdo partiendo de dicha suposicion.

Alolargo de la historia y en todos los idiomas se han ensayado pruebas del Postulado V; todas incluian
algin mortal circulo vicioso. Aqui hemos mostrado solo algunas. En el capitulo siguiente analizare-
mos al padre de todos los intentos (en mi modesta opinion): el del jesuita Saccheri. Y cuando sea opor-
tuno, sumaremos otras dos tentativas de demostracién que incorporan un ingrediente sutil y sabroso.
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La geometria absoluta

Recibe este nombre la geometria “de los cuatro postulados”, es decir, la que puede deducirse a
partir de los postulados I a IV de Euclides, sin auxilio del V. Mas en general, sin hacer referencia a
los citados postulados, puede decirse que es la geometria independiente de los axiomas de parale-
lismo. Dado que el alejandrino recién recurri6 al “patito feo” en la Proposicion 1.29, sus veintiocho
teoremas anteriores pertenecen a la geometria absoluta. Un teorema de esta geometria, por ejem-
plo, el primer criterio de congruencia de tridngulos, permanece valido en otras geometrias, aunque
se admitan en ellas axiomas de paralelismo diferentes.

Postulados equivalentes al V

He aqui una primera lista de axiomas equivalentes al V. Agregamos a ella algunos més: P, aportado
por Posidonio de Rodas; P, por Proclo de Bizancioy P7 por John Playfair (1748-1819)*. Este tiltimo es
el mas popular ensefiado en la actualidad.

Ne | Enunciado

P, | A ambos lados de una transversal que corta a dos paralelas, la situacion relativa al parale-
lismo es simétrica.

Es posible construir un tridngulo semejante a otro®.

N

Por tres puntos no alineados pasa una circunferencia.

La suma de angulos interiores de un triangulo es un valor constante.

'S

o | oo | e

Dos rectas paralelas se mantienen equidistantes (o bien: el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de una recta es otra recta).

W

P, | Siunarecta corta a una de dos paralelas, corta también a la otra.

P, | Por un punto exterior a una recta pasa en su plano una tnica paralela a ella.

P; | Las proyecciones sobre una recta, de unos segmentos congruentes, de extremos sobre una
misma recta, son congruentes.

16 Posidonio de Rodas (c. 135-c. 51), Proclo de Bizancio (véase cap. 2, pag. 42), John Playfair (1748-1819). Este
ultimo fue un gedlogo, fisico y matematico escocés. Es conocido en el ambiente matemaético justamente
por su version del Postulado V.
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Distintos enfoques del problema del Postulado

El interés de los matematicos en relacién con el axioma que nos ocupa debe entenderse distinta-
mente segiin de qué época se trate.

Dado que en la época de los griegos y en muchos siglos subsiguientes se admitia la conexién geo-
metria-realidad de la que ya hemos hablado (véase cap. 1, pag. 34 y cap. 2, pag. 47), preguntabanse
los matematicos si el postulado obedecia a una ley natural, es decir, si era verdadero desde un punto
de vista ontoldgico o fisico. Sobre todo quedaba la duda de su veracidad cuando se estaba ante un
par de rectas “casi” paralelas y cuyo punto de encuentro, en caso de haberlo, caia muy por fuera de
los limites del dibujo.

Conforme la matematica fue madurando y con ella la geometria, la cuestion paso a ser si el Postu-
lado era independiente, o sea, si era deducible o no de los restantes axiomas. La pregunta pasé del
terreno de lo metafisico al de lo formal-matematico, sin implicancias fisicas.

a La semejanza implica igual forma y tamario variable. En el caso particular de igual forma y tamaro, se
tiene la congruencia. Otra igualdad en geometria es la equivalencia, es decir, igualdad de area.
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[Capitulo 8]
El Euclides... vindicatus...
de Saccheri

... [Saccheri] debe considerarse como un verdadero precursor de Lobachevski y Riemann;
siendo victima de la concepcién de espacio dominante en su tiempo, segtin la cual la tinica
geometria posible era la euclidiana, é] mismo se las ingeni6 para destruir con sus propias
manos (errbneamente, como veremos) el edificio genialmente asi construido’.

Un precursor olvidado

Giovanni Gerolamo Saccheri (1667-1733) fue un sacerdote italiano de la Compania de Jesus (o sea un
jesuita), a quien le debemos una obra sorprendente: Euclides, libre de toda mancha, cuyo titulo abre-
viado en latin es Euclides ab omni naevo vindicatus®. El nombre de la obra se enmarca en el contexto
del “escandalo” generado por el Postulado, que desde su aparicién habia resistido los esfuerzos de
los matemaéticos por demostrarlo.

Convencido de la veracidad del Postulado V (véase cap. 7, pag. 127), Saccheri afirma que no deberia
considerarselo un axioma y que seria conveniente demostrarlo (Saccheri, 1908: IX). En los siglos
XVII y XVIII no habia planteos de tipo metageométrico (de que tengamos noticia), por lo que su
interés era netamente geométrico. Vale decir que estaba en sintonia con los pensadores que habian
trabajado en el problema hasta el momento.

No obstante, a diferencia de todos sus predecesores, Saccheri elabor6 un original intento para de-
mostrar el Postulado, basado en el método indirecto o de reduccién al absurdo?. El Euclides... vindi-
catus... incluye dos Libros, cada uno con dos partes. En el Libro I se ocupa del Postulado y en el Il de
otros temas particulares del Libro V de Elementos.

Hallamos en este autor un agudo gedmetra y un innovador de la matematica, aunque no exento
de posibles influencias, tales como las de Giordano Vitale (1633-1711) y del ya citado Nasir al-Din
al-Tusi, quienes se ocuparon del problema del Postulado y cuyos teoremas guardan similitud con
algunos de Saccheri (Bonola, 1945: 26 y 30). Sus finos teoremas cobran mayor valor si se tiene en

1 Dicho de Saccheri por Veronese, citado por Boccardini, G. en (Saccheri, 1904: IX).

2 El titulo completo es Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima ipsa
universae Geometriae Principia. Véase Bonola (1945: 37). Dejamos al lector que enfrente la aventura de per-
seguir la traduccion.

3 Ninguna produccion cultural es completamente original. Siempre las obras son hijas de su tiempo y con-
fluyen en ellas multiples influencias. La obra de Saccheri que veremos en este capitulo no es la excepcion.



cuenta la época en la que fueron formulados y demostrados, y la misma mentalidad del autor, se-
guramente de s6lida formacion clasica.

Saccheri ha sido comparado con Cristébal Colén. El genial navegante genovés parti6é en mision a las
Indias, pero descubrié el Nuevo Mundo. Lo mismo le sucedi6é a Gerolamo, quien “zarpé” con la idea
de demostrar el Postulado, pero llegd a una nueva geometria. En efecto, como podremos ver, descu-
brio sin saberlo la geometria hiperbdlica y se anticip6 a Gauss, Lobachevski y Bolyai en ese campo.

El Euclides... vindicatus..., publicado el mismo ano de la muerte de su autor, se difundi6 rapidamen-
te desde su aparicién e incluso esta citado y analizado en textos de mediados del S. XVIII. Luego
quedd en el olvido en alguna biblioteca, hasta que fue redescubierto y desempolvado por Eugenio
Beltrami (1835-1899) en 1889. Posteriormente fue analizado y traducido al italiano, al francés, al in-
glésy al aleman (Saccheri, 1908: XV; Bonola, 1945: 55). Para esta época las geometrias no euclidianas
ya habian visto la luz, pero esto no disminuye el mérito del jesuita. Seguramente el derrotero de la
geometria hubiera sido otro de haberse conocido antes la obra de Saccheri.

En este capitulo nos ocuparemos del notable intento de este matematico, una auténtica joya geomé-
trica*. Hay efectos secundarios: para el lector estudioso sera también una fuente de interesantes
descubrimientos. Uno de los gratos hallazgos que tuve en mi ejercicio de la ensefianza de estos
temas, es que los estudiantes se introducian, sin advertirlo, en el hermoso mundo de la geometria
hiperbdlica mientras luchaban a brazo partido con los teoremas de Saccheri. Y de repente... jla geo-
metria hiperbdlica estaba alli, ante sus ojos!

El cuadrilatero birrectangulo is6sceles
La figura basica es un cuadrilatero birrectangulo isésceles (que abreviaremos CBI), llamado hoy

cuadrildtero de Saccheri (Fig. 57). ELCBIABDC tiene A=B=1R (por eso es birrectdngulo) y AC = BD
(por eso es isdsceles)’. Sefialaremos los angulos rectos con una R de trazo grueso.

& D

A B

(Fig. 57)

4 Seguiremos a (Saccheri, 1908), Libro I, Primera parte.

5 Respetamos el orden de los vértices de la fuente bibliografica. Nosotros pondriamos ABCD.
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A partir de aqui recorreremos un itinerario por las principales proposiciones. Si bien Saccheri ela-
boré demostraciones al estilo de Euclides, adaptaré la redaccién y la argumentacién haciéndola
mas esquematica y breve.

PROPOSICION I: en el CBIABDCes € = D.

Demostracion: se trazan las diagonales del CBI (Fig. 57). Los tridngulos CAB y DBA son congruentes
por criterio LAL (Euclides I.4). Basandonos en esto, los triingulos ACD y BDC son congruentes por
criterio LLL (Euclides 1.8)°. Consecuencia de esto es ¢ = D.

PROPOSICIONL:en el CBI anterior si M es punto medio de AB y H es punto medio de CD, enton-
cesMH 1L AByMH 1 CD.

;|
- = = -
- - L -
- - * -

+ - - -
* - - -

- - - -

- + -+ -

* - -
* & - g
o +
+ a3
- - -
- - -
- * "" -
- * - -
* - - *
b -
b -
-
A M B

(Fig. 58)
Demostracion: se trazan las diagonales de los cuadrilateros AMHC y MBDH (Fig. 58).
Por criterio LAL CAM y DBM son congruentes’, de donde CM = DM. (1)
Por (1) y criterio LLL son congruentes CHM y DHM, luego ZCHM =/DHM. (2)

De (2) se deduce que esos dngulos son rectos, pues son adyacentes y de igual amplitud. Esto de-
muestraque MH L CD.

Por Proposiciéon Iy LAL, ACH es congruente con BDH, luego AH = BH. (3)

Por (3) y LLL, AMH es congruente con BMH, entonces ZAMH = ZBMH. (4)

Finalmente de (4) resulta MH L AB.

Hasta aqui no hay demasiada novedad. Se trata de dos teoremas muy simples que giran en torno a
comparaciones de triangulos. Respecto del cuadrilatero birrectangulo isosceles, para alguien acos-
tumbrado a la geometria euclidiana es nada mas que un simple rectangulo. Pero debe notarse que

no se ha dicho que los angulos € y D son rectos (s6lo se probé que son congruentes), por lo tanto no
podemos afirmar que el CBI es un rectangulo, aunque asi lo veamos.

6 De aqui en adelante para Euclides I.4 pondremos LAL y para 1.8 pondremos LLL.

7  En realidad son simétricos con la recta HM como eje de simetria. En algunos textos se habla de “con-
gruencia inversa”, para lo cual primeramente se define “movimiento inverso” en un plano orientado. No
es posible extendernos aqui en este asunto. Véase cap. 14, pag. 252 y también (Puig Adam, 1981: 26).
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A partir de la siguiente proposicion Saccheri comienza a hacer de las suyas. Se trata en realidad
de tres teoremas en uno. Para ir entrenando al lector pondré mas figuras que las que hizo el autor.

PROPOSICION IIl: en el CRBIABDC { £ = ) > 1R = CD < AB
¢=D<1R Ch > AR

Demostracion (1* Parte): sea ¢ =D =1R.Se niega la tesis, asumiendo que CD # AB.

Véase la Fig. 59. Si CD > AB, existe K en CD tal que KD = AB. Se une A con Ky, por lo tanto, ABDK
es un CBI con angulos rectos en By D y en él, por la Proposicién I, =20

I C K D
R /f1 R

I
)

A B

(Fig. 59)

Obsérvese el triangulo ACK. El angulo 1 es exterior a ély, por el teorema del 4ngulo exterior (Eucli-
des 1.16), es mayor que el interior opuesto ¢ = 1R. Por lo tanto 1 es obtuso. (2)

En cambio, el angulo 2 es agudo (3), puesto que uno de sus lados esta sobre AB, mientras que el otro
es interior al &ngulo recto ZCAB.

Como (2) y (3) contradicen (1), es falso que CD > AB.

Si CD < AB, se prolonga CD hasta un punto L tal que LD = AB. En ese caso, uniendo A con L, re-
sulta un nuevo CBI ABDL con B = D = 1R y £ = A. Pero se deduce claramente que estos tltimos
no pueden ser congruentes, ya que:

- £, es decir ZCLA, es agudo por ser interno opuesto al angulo exterior en C del LCA, que vale IR,

- A, 0 sea ZBAL, es obtuso (;por qué?).

Esta altima inconsistencia provino de suponer CD < AB. Queda asi demostrado que CD = AB.

Demostracion (2* Parte): Sea ¢ =D > 1R. Se traza HM como en la Proposicion II. (Usaremos una O
“gordita” para los angulos obtusos).

Véase la Fig. 60. También aqui se procede indirectamente. Si CD = AB entonces CH = AM, por ser
M y H puntos medios. Ahora tenemos el CBI AMHC con angulos rectos en M y H. Por Proposiciéon
I se tiene en él A = C. Esto es falso ya que por hipétesis uno es recto y el otro obtuso. Luego no es
posible que CD = AB.
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0 RIR 0
RIR R
A M B

(Fig. 60)

Ahora suponemos que CD > AB, de donde CH > AM. Tomamos un punto K tal que KH = AM. Se
forma asi, uniendo A y K, el CBIAMHK en el cual, por Proposiciéon I, es ZMAK = ZHKA. Facilmente
puede demostrarse que esto es un absurdo, al ser uno agudo y el otro obtuso.

Queda probado que si ¢ =_D > 1R entonces CH < AM y, por lo tanto, tomando los dobles de esos
segmentos, resulta CD < AB.

Demostracion (3* Parte): SeaC = D < 1R. La demostracion es anéloga a la de la 22, Parte. Incluyo la
Fig. 61 para que el lector demuestre esta parte del teorema. (Los angulos agudos fueron sefialados
con una A de trazo grueso)®.

L 54 H D
A R|R A
R R|R R
A M B

(Fig. 61)

Es un poco arduo hacerse una idea de unos cuadrilateros como los de las partes segunda y tercera
del teorema. ;Como se ven realmente? El de la parte primera, en cambio, es nuestro cotidiano rec-
tangulo y no se nos generan inconvenientes mentales para pensar en él.

Es posible en ocasiones ayudarse con dibujos, como en la Fig. 62, que nos hacen dar “idea” de los
novedosos cuadrilateros de las partes 2 y 3. Téngase presente, sin embargo, que aquellos estan con-
feccionados sobre un plano euclidiano (el plano del papel), y en él solo “funcionan” los dibujos que
respetan los axiomas de la geometria euclidiana®. En otras palabras, nos resulta imposible trazar en
el papel un CBI con dos angulos agudos u obtusos.

8 A diferencia de la segunda parte, el punto L debe tomarse en la prolongaciéon de DC.

9 Suponemos que el plano del dibujo es euclidiano, porque hemos crecido con la geometria de Euclides.
Luego se hara una breve referencia al interrogante fisico-filos6fico sobre cudl es la geometria del espacio
fisico donde vivimos.
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- .

C=h=1R C=D=1R C=hH<1R

(Fig. 62) Los tres CBI de la Proposicién III (version 1).

Por simplicidad he omitido las letras de los vértices. Resulta chocante, pero inevitable por lo ya di-
cho, que veamos senialados como rectos angulos que se ven agudos u obtusos. Una alternativa para
evitar esto es la siguiente (Fig. 63).

0

R rRl R
C=D=1R O=D>1R C=Dh<IR

(Fig. 63) Los tres CBI de la Proposicién III (version 2).

En esta version de los cuadrilateros se respetan los angulos rectos y los no rectos se dibujan mas
acordes, pero curvando un lado. Es decir que si se quiere conservar rectos los segmentos, se perju-
dican los 4ngulos; y si se cuidan los angulos, se perjudican los segmentos. {Todo no se puede!

Un corolario™ de esta Proposicion es el siguiente: en un cuadrilatero trirrectangulo cada uno de los
lados adyacentes al &ngulo no recto es menor o mayor que el lado opuesto, segtin que dicho angulo
sea obtuso o agudo, respectivamente.

Esto se demostr6 para CH en relacién con AM en la segunday tercera partes del teorema. Es posible
también probarlo para AC en relacién con HM. Para este corolario, la Fig. 64 nos ayuda a “ver”".

g C

(Fig. 64)

En(a) CH < AM,AC < HM;en (b) CH > AM,AC > HM.

10 O seauna proposicién que se deduce inmediatamente de lo anterior. Es interesante la etimologia, ya que
proviene del latin corolla = coronilla.

11 Conviene igualmente independizarse de las figuras, afirmandose en los conceptos antes que en la repre-
sentacion grafica, la cual no siempre es posible de realizar.
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CD = AB ¢=D=1R
PROPOSICION IV: en el CBIABDC, { TD < AB = {c —p>1R

CD>AB \=D<1R
Esta proposicion es la reciproca de la II1.

Demostracion: supéngase que CD = AB. No puede ser ¢ =D > 1R, porque entonces CD < AB,
por Proposicién 111, y esto contradice la suposicién inicial.

Tampoco puede ser € = D < 1R, porque de ello resulta CD > AB. Asi queda demostrada la prime-
raparte,y ¢ = D = 1R.

De manera similar se demuestran las otras dos partes.

Las tres hipotesis
Luego de estos teoremas, leemos en el Euclides... vindicatus...:

Definicién: (...) pueden distinguirse tres hipdtesis sobre la naturaleza de estos angulos [se
refiere a € y D del CBIJ; que llamaremos hipétesis del dnqulo recto, hipétesis del dnqulo obtuso,
hipétesis del dngulo agudo (Saccheri, 1908: 7).

Nosotros las indicaremos con las siglas HAR, HAO, HAA, respectivamente.

En relacién con las nociones de axiomaética que vimos en el Capitulo 5, analicemos el alcance de lo
anterior: Saccheri en este punto postula, es decir, propone aceptar sin demostracion, que los angu-
los en los vértices C y D del CBI son rectos, obtusos o agudos. ; Podran convivir estas posibilidades
o seran mutuamente excluyentes? Es decir, ;puede haber un CBI con los angulos rectosen Cy D, y
otro que los tenga agudos, por ejemplo? Saccheri nos sorprende ahora con unos elegantes e inge-
niosos teoremas al respecto.

PROPOSICION V: si en un solo caso es verdadera la hipotesis del angulo recto, entonces es cierta
en cualquier otro caso.

Demostracion: consideremos un CBI ABDC (Fig. 65) donde es vélida la HAR, o sea que
A=B=C=D=1RyAB = CD (Proposicion III).
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(Fig. 65)

Se prolonga AC hasta Ry BD hasta X, tal que_ﬁ =_R y DX = BD. Se traza RX. Los triAngulos ACD
y RCD son congruentes por LAL; entonces AD = RD y ZADC = ZRDC. De aqui ZADB = ZRDX por
tener complementos iguales, y por LAL resultan congruentes los triangulos ABD y RXD.

Luego, en el ABXR X es recto y también lo es R, ya que los dngulos que sumados forman A son res-
pectivamente congruentes con los que forman R. Y dado que construimos AR = BX, el ABXR es un

CBI en el que se verifica la HAR.

Saccheri ha demostrado hasta aqui que haciendo la construccién descripta siempre se obtiene un
CBI donde se mantiene valida la HAR. Sigamos.

Consideremos ahora algun punto de CR, digamos L, y tomemos sobre DX un punto K tal que
CL = DK. Se traza LK. ;Valdra también la HAR en los nuevos CBI ABKL y KXRL?

Veamos el ABKL. Si sus dngulos en K'y L (congruentes por Proposicién I) son rectos, queda cumplida
la HAR. Si no lo son, supongamos que son obtusos. Sus adyacentes son, en consecuencia, agudos.
Entonces se tiene:

-enelABKL,siL = K > 1R = LK < AB, por Proposicion III, (1)

-enel KXRL,sif = R < 1R = LK > RX, por Proposiciéon I1I. (2)

De (1) y (2) resulta que_ﬁ <LK < E, lo cual es imposible. En efecto, en la parte inicial del teore-
ma se demostré que AB = RX.

De manera totalmente analoga se llega a contradiccién invirtiendo el caricter de obtusos y agudos

de los angulos en L y K de ABKL y KXRL, y haciendo un analisis parecido para un segmento como el
L’K’ de la Fig. 65. Por otra parte, si se toma BX como base del CBIABXR, mientras se prolongan o re-
ducen loslados AB y RX, se demuestra también (no lo haremos aqui) que la HAR se conserva valida.
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PROPOSICION VI: si en un solo caso es verdadera la hipétesis del angulo obtuso, entonces es cierta
en cualquier otro caso.

(Fig. 66)

Demostracién: sea un gl AiDC (Fig. 66) donde es valida la HAO, o sea que
A=B=1R,C =D > 1R, AB > CD (Proposicion III).

Con igual construccién que en la Proposicion V, se prolonga AC hasta R y BD hasta X, con CR = AC
y DX = BD, y se traza RX. Se prueba igualmente que X = R.

Sien el CBIABXR los angulos en X'y R son obtusos, el teorema queda probado. Si son rectos, tenemos
un caso en que se verifica la HAR y por Proposicién V se contradice la hipétesis. Asi que hay que
analizar qué pasa si X y R son agudos.

En tal caso es RX > AB, por Proposicién III, y como por hipétesis AB > CD, resulta RX > AB > CD.
Si se traslada CD hacia RX con movimiento continuo (indicado por la flecha en la figura)?, existe
una posicion intermedia ST para la cual es ST = AB En esa situacion el ABTS es un CBI con los an-
gulos en Sy T rectos, por Proposicién IV. Luego en él se cumple la HAR y, por Proposicién V, queda
contradicha la hipétesis. Entonces debe ser £ = R > 1R.

Puede demostrarse también que tomando LK como en la figura, etcétera, los &ngulos en L y K son
necesariamente obtusos.

El teorema prosigue con una parte interesante que veremos ahora. Saccheri demuestra que la HAO
subsiste incluso tomando como base cualquier lado del CBI ABXR. Para més claridad refiraimonos
ala Fig. 67. Se ha demostrado que en ese CBI vale la HAO, 0 sea R = X > 1R.

12 Elrecurso del “movimiento continuo” que usa Saccheri podria sustituirse por una argumentacion basada
en la continuidad del plano y en la existencia necesaria de un segmento ST = AB, cuya longitud (un
numero real) estd comprendida entre las de CD y RX.
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(Fig. 67)

Se construye como en la Proposicién II el HM. Luego se trazan el ZBXP recto (jaunque en la figura
no se vea asi!) y XM. El punto P donde XP corta a HM queda situado entre H y M pues ZBXH es
obtuso y ZBXM, agudo®.

Ahora, en el cuadrilatero BXPM, tenemos tres angulos rectos (en X, By M) y uno obtuso en P (por ser
angulo exterior del triangulo PHX, rectangulo en H). Y por el corolario de la Proposicién III (véase la
Fig. 64 a) es XP < BM. Luego, existe F en BM tal que FB = XP,y BXPF resulta ser un CBI. Su 4ngulo
en F es obtuso por ser exterior del triangulo PMF rectangulo en M. Esto significa que sobre cual-
quier base subsiste la hipétesis del dngulo obtuso y el teorema queda demostrado completamente.

PROPOSICION VII: si en un solo caso es verdadera la hipétesis del angulo agudo, entonces es cier-
ta en cualquier otro caso.

La demostracion es inmediata si se usan las dos proposiciones anteriores.

PROPOSICION VIII: sea el tridngulo ABD rectangulo en B (Fig. 68); se prolonga la hipotenusa DA
hasta X y por A se traza HA 1 AB, siendo H interior al ZXAB. Entonces es £/XAH (=, <, >) ZADB,
segun sea verdadera la (HAR, HAO, HAA), y reciprocamente.

& D

LN

1
X° g

(Fig. 68)

13 Esto asegura que XP es interior al ZHXM y, dado que HM tiene sus extremos en los lados de ese angulo,
XP lo corta necesariamente.
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Demostracion: Por simplicidad hemos numerado los angulos. Sobre HA se ubica C tal que AC = BD,y
se traza el segmento que une Cy D. Queda determinado el CBIABDC con angulos rectos en Ay B.

Si es vdlida la HAR resulta AB = CD (Proposicion II1), y por criterio LLL son congruentes los triangu-
los ACD y ABD. De esto surge que 2 = 3y como 3 = 1 por ser opuestos por el vértice, resultat = 2,

esto es /XAH = ZADB.

Si es cierta la HAO se tiene que AB > CD. Ahora, por Proposicién I.25 de Euclides aplicada a los mis-
mos triangulos de la parte anterior, resulta 2>3=1%

Similar demostracién se lleva a cabo si es verdadera la HAA, tomando los signos de desigual-
dad contrarios.

Saccheri sigue con la demostracion de los reciprocos de cada parte, considerando para la HAR que
1 = 2y deduciendo de esto AB = CD.En las otras dos hipétesis utiliza la Proposicion 1.24 de Elementos.

Ahora empiezan a surgir otras sorpresas que inmediatamente se pelean con el sentido comun.

PROPOSICION IX: en todo triangulo rectangulo la suma de los angulos agudos* es igual, mayor o
menor que un angulo recto, segin sea verdadera la HAR, la HAO o la HAA.

Demostracion: Usamos la misma Fig. 68, en la que consideramos el tridngulo rectangulo ABD.

EnlaHARest =2 (1) por el teorema anterior. Como t+56+24= 2R, por formar un 4ngulo llano,
y siendo5 = 1R, resulta® + 4 = 1R. Entonces por (1) se obtiene 2 + 4 = 1R.

Enla HAO es2 > 1 (2) por el teorema anterior. Sigue valiendo 1 + 4 = 1Ry, aplicando (2), se dedu-
ce que2 + 4 > 1R. En la HAA se procede igual con las adaptaciones convenientes de signos.

De esta Proposicion se desprenden dos consecuencias inmediatas:
a) la S, del tridngulo rectangulo es igual (o mayor, o menor) a 2R en la HAR (0 HAO, o HAA), y

b) dado que cualquier tridngulo puede particionarse en tridngulos rectangulos, se prueba facilmen-
te que la S, de cualquier triangulo cumple iguales propiedades.

14 Enun tridngulo rectangulo los dngulos distintos del recto son necesariamente agudos, por Euclides 1.16.
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Perpendiculares y oblicuas

PROPOSICION X: de dos segmentos oblicuos trazados desde un punto exterior a una recta, el ma-
yor tiene proyeccién mayor, y reciprocamente.

D

(Fig. 69)

Por lo tanto (Fig. 69) si DM > ﬁ, entonces BM > ﬂ, y reciprocamente. No incluyo la demostra-
cién para no extenderme demasiado y porque no reviste mayor interés en este desarrollo.

Ahora a prepararse, porque viene un lindo teorema. En principio, a quien esta acostumbrado al
“mundo euclidiano”, le resultara llamativo por qué demostrar algo que parece tan obvio. No obs-

tante esto, la sutil mente de nuestro matematico desconfia, deduce y prueba®.

PROPOSICION XI: en la HAR una perpendicular y una oblicua a una misma recta siempre se cortan.

£
D
Alg d E
o B
H
(Fig. 70)

Demostracion: Consideremos una recta AZ, una perpendicular a ella, PL, y una oblicua a ella, AY
(Fig. 70)".

Si se observa bien el sector izquierdo de la figura, se vera que el formato es el de la Proposicién
VIII, con los puntos X, H, A, la perpendicular HA, etcétera, por lo que no detallaremos el trazado de
esos elementos.

Sobre la oblicua AY se trazan los segmentos congruentes AD y DF. También se dibujan las perpen-
diculares a AZ por D y F, quedando determinados DB y FM. Se construye DM.

15 Nuestro afecto por Saccheri nos pone en riesgo de ser poco objetivos. Para ser justos diremos que él
casi seguramente tomd lo esencial de esta demostracion del matematico drabe Nasir al-Din al-Tusi, ya
mencionado en cap. 7, pag. 123, si bien este se limit6 solo al caso de la HAR y Saccheri fue mas alla. Véase
Bonola (1945: 50).

16 Saccheriaclara en su demostracién que la oblicua forma un angulo agudo con AZ. El afirma que se deben
encontrar si la suma de los angulos (el YAZ y el APL) es menor a 2R.
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Primera parte: demostraremos que DM = DA. (*)

Si DM > DF entonces 2 > 3, dado que en un triangulo a mayor lado se opone mayor angulo (Eu-
clides L.18). Recuérdese que estamos en la HAR, por lo tanto 2=1% (Proposicién VIII), y como t =6
luegoé > 3.1

La desigualdad (1) implica 5 < 4 (2) pues estos 4ngulos son complementos respectivos de 6y 3.

De (2) se deduce en el triAngulo ADM y, nuevamente por Euclides .18, que DM < AD = DF, lo que
contradice nuestra suposicion inicial (*).

Con andloga demostracion por el absurdo resulta imposible DM < AD = DF. Obligadamente, en-
tonces, se tiene DM = DA. De esto y de la Proposicion X se desprende que son congruentes las
proyecciones AB y BM.

De hecho, con el razonamiento anterior extendido a mas segmentos queda establecido que en la
HAR las proyecciones de segmentos congruentes son congruentes".

Segunda parte: sobre la oblicua tomamos un 1 segmento AT =n. AD (n € N), es decir, multlplo de
AD, tal que su proyeccién AR sea mayor que AP. En la Fig. 70 no pusimos T, siga leyendo...®

En la figura se marcé T en tres posiciones (no simultdneas) posibles, T, T, y T.. Dado que R es la
proyeccion de T sobre AZ, se tiene que ZART, = 1R, ZART, = 1R, ZART = 1R (aunque no se “vea” que
ZART,y ZART son rectos).

Ahora bien, resulta que la inica ubicacién posible para T es T, en el semiplano de borde PL que no
contiene a A. En efecto:

- T no podria ubicarse antes de T, como en T, porque al estar T, y R en semiplanos distintos res-
pecto de PL, RT, cortaria a PL en un punto K quedando determlnado un triangulo PRK con dos
angulos rectos, lo que es contrario a Euclides L.17"%.

- T no podria caer en PL (posicion T)) ya que se produciria igual contradiccion en el tridngulo PRT
Al ser, entonces, T la tinica posicion posible para T, razonamos asi: en el tridngulo ART , PL corta a
AR en Py no puede cortar a RT; por lo dicho en nuestro reciente analisis; entonces debe intersectar

necesariamente a AT;, esto es, a la oblicua AY. Queda asi demostrado el teorema.

PROPOSICION XII: en la HAO una perpendicular y una oblicua a una misma recta siempre se cortan.

17 Lo he puesto muy simple. En rigor los segmentos proyectados son congruentes entre siy las rectas donde
se ubican respectivamente ellos y sus proyecciones se consideran fijas, para poder comparar estas ulti-
mas. Es sabido que dos segmentos congruentes pueden tener proyecciones diferentes si forman angulos
distintos con la recta sobre la que son proyectados.

18 Es posible la existencia de AT por el axioma de Eudoxo-Arquimedes (véase cap. 6, pag. 104).

19 También habria aqui dos perpendiculares a una recta (AZ) por un punto (K), lo que no puede ser porque
por ese camino vuelve a contradecirse Euclides L.17.
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Demostracion:
Primera parte: se probara que DM > DA (seguimos en la Fig. 70).
SiDM = DA = DF los triangulos ADM y DFM son isésceles, luegoé =2 (I)y? = 3(2) (Euclides L5).

También se tiene quei =6<?2 (Proposicién VIII). Luego, de (2): 6 < gy de > esto se deduce 5 > %
(Euclides 1.18) imposible pues contradice (1). Esto provino de suponer DM = DA.

Si DM < DA = ﬁ, (3) resulta 2 < 3&moi_= 6 < 2, esto nos lleva a la siguiente linda cadena
deductiva:? < 3=6 <3=5>2=DM > DA, lo que contradice (3).

La argumentacién expuesta demuestra, entonces, que DM > DA.

Una consecuencia de esto, recurriendo a la Proposicion X, es que BM > AB. Si extendemos la idea a
mas segmentos, resulta que en la HAO las proyecciones de segmentos congruentes son de longitud creciente.

Segunda parte: el teorema se concluye con igual razonamiento que el anterior, en relacién con el
punto Ty su proyeccién R sobre AZ. Queda demostrado asi que la perpendicular PL y la oblicua AY
aAZ siempre se cortan®.

Aunque Saccheri no dedica una Proposiciéon del mismo tipo a la HAA, puede demostrarse facil-
mente que en esta hipotesis las proyecciones de segmentos congruentes son de longitud decreciente.

Los esquemas siguientes (Fig. 71) nos ayudan a “ver” los resultados obtenidos en cada hipdtesis. Los
segmentos sobre la oblicua son congruentes y los &ngulos marcados con puntos son rectos.

¥
(HAR) (HAD) HAA)
Proyecciones Proyecciones Proveccionzs
congrugntes creclentss decrecientss

(Fig. 71)

Naturalmente, nada garantiza que en la HAA vayan a encontrarse una perpendicular y una oblicua
a una misma recta.

Dejemos esto aqui por ahora y sigamos con la mayor atencién otras proposiciones. Sin ir mas lejos,
ya en la XIII el jesuita alcanza uno de sus objetivos: destruir la HAO.

20 jIncreiblemente en la HAO las rectas AY 'y PL se cortan incluso aunque AY también sea perpendicular a AZ!
Al incursionar en la geometria eliptica veremos algin detalle sobre esto en cap. 12, pag. 235.
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Se cumple parte del plan (o, al menos, eso parece)
A ver si nuestro paciente y esforzado lector se sorprende un poco mas:

PROPOSICION XIII: en la HAR y en la HAO el Postulado V de Euclides es verdadero.

.i'i
3 D

(Fig. 72)

Demostracion: considérense las rectas AD y XL cortadas por AX de manera que los angulos ZAXL =
1y £XAD =2 + 3 suman menos de 2R (Fig. 72). Uno de ambos es necesariamente agudo, digamos el
ZAXL. Entonces por A podemos trazar la recta perpendicular a XL que corta a esta en P.

Al situarnos en la HAR y en la HAO se tiene, en el triangulo rectangulo APX, T + 2 > 1R (Proposi-
cién IX) (1). Y, por hipétesis,ft + 2 4+ 3 < 2R (2). De (1) y (2) resulta queg < 1R.

Resulta por lo tanto que, en relacion con la recta AP, PL es perpendicular y AD es oblicua, y se cor-
tan entre si, pues en la HAO y en la HAR rectas como estas siempre se encuentran.

iEl postulado V resulta valido en ambas hipétesis, ya que se lo ha podido demostrar! Sin embargo,
teniendo en cuenta lo visto en cap. 5, pp. 78 y 81, lo que se ha probado es un teorema cuyo enunciado

coincide con el del Postulado V y que no es tal en esta organizacién de la geometria dada por Saccheri.

Si nombramos P. I, ..., P. IV a los cuatro primeros postulados euclidianos, lo que acaba de suceder
en la Proposicion XIII vista es que

{P.L, P.II, P.III, P.IV, HAR} = P. V
y
{P.I, P.1I, P. III, P. IV, HAO} = P. V.

Pero las hipotesis adoptadas por Saccheri alla en el inicio de su aventura, son mutuamente excluyen-
tes, lo que significa, entre otras cosas, que

{P.I, P.1I, P. III, P. IV, HAO} = —HAR.
Como en la HAO se llega a demostrar una proposicién (P. V) y la negaciéon de su equivalente (HAR),
ella resulta inconsistente y queda refutada. Con la Proposicién XIII Saccheri logra destruir uno de

los supuestos contrarios a la que él desea mantener (por ser mas “natural”): la HAR.

En la HAA no puede demostrarse la Proposiciéon XIII. En efecto, al ser en el APX la suma de los
angulos agudos menor que 1R, no hay certeza de que 3 sea agudo.
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Luego de esta Proposicion, sigue la XIV, cuyo enunciado es:

“la hipétesis del dngulo obtuso es falsa porque se destruye a si misma”. Aqui Saccheri argumenta diciendo
que una consecuencia de la HAR es el Postulado V (Proposicién XIII) y que en él se bas6é Euclides
para demostrar varios teoremas, entre otros, el de la suma de angulos interiores de los triangulos (S, =
2R). Pero por otra parte, de la HAO se dedujo antes (Proposicion IX) que esta suma es mayor que dos
rectos, por lo tanto, no hay lugar para la HAO en la geometria pues ella encierra una contradiccién®.

Otras dos proposiciones, sin que incluyamos sus respectivas demostraciones, son:

PROPOSICION XV: de la existencia de un triangulo en el que la suma de angulos sea igual, mayor
o menor, de dos rectos, se deduce que se satisface respectivamente la HAR, la HAO o la HAA.

Corolario: un angulo exterior de un tridngulo es igual, menor o mayor, que la suma de los internos
opuestos, seglin se satisfaga la HAR, la HAO o la HAA.

PROPOSICION XVI: de la existencia de un cuadrilatero en el que la suma de angulos sea igual, ma-
yor o menor, de cuatro rectos, se deduce que se satisface respectivamente la HAR, la HAO o la HAA.

Corolario (que aplicaremos en la Proposicion XXIV): prolongando dos lados opuestos de un cua-
drilatero (Fig. 73), la suma de los 4ngulos externos, (2 + 4), es igual, menor o mayor, que la de los
internos opuestos, (T + 2), segun sea cierta la HAR, la HAO o la HAA.

a—y
I~

ol

V

(Fig. 73)

Perpendiculares y oblicuas en la HAA

Se demostrd en las Proposiciones XI y XII que perpendiculares y oblicuas a una misma recta se
encuentran siempre si nos mantenemos en la HAR o la HAO. En cambio en la HAA, siguiendo a
Saccheri, nos topamos con esto:

PROPOSICION XVII: en la HAA es posible hallar una perpendicular y una oblicua a una misma
recta que no se cortan.

Saccheri nos presenta dos situaciones geométricas en las que lo afirmado resulta totalmente cierto.
Vamos a verlas.

21 En la misma Proposicién XIV el autor da otro argumento basado en la contradiccién de Euclides L17.
Véase Saccheri (1908: 27).
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Demostracion:

Primera situacién. Partimos de un triangulo HAB rectangulo en A (Fig. 74). 1y 2 son sus angulos agudos.

(Fig. 74)

Sobre el lado HB y con vértice en H se construye 3 = 1. Se trazan también HD = AB y DB. Los
tridangulos BAH y BDH resultan congruentes por LAL, por lo tanto BDH tiene un angulo recto en D.

Una consecuencia de esto es que 1 +4 = 3 + 2, 0 sea ZAHD = ZABD, y estos angulos son agudos,
como se puede facilmente deducir aplicando la Proposicién IX para la HAA. Los adyacentes de los
angulos mencionados son, por ende, obtusos (los indicamos con O gruesa). La R gruesa corresponde
a los dngulos rectos.

Si miramos ahora a la recta AB vemos que AH y BD son perpendicular y oblicua a ella, respectiva-
mente, y no pueden cortarse en K ni en K’ pues en ambos casos se formarian los tridngulos HDK y
ABK’, que transgreden a Euclides L.17.

Idéntico razonamiento podemos aplicar a la recta HD con DB y HA perpendicular y oblicua a ella,
respectivamente.

Segunda situacién. El otro caso que presenta Saccheri comienza con la consideracion de un cuadri-
latero trirrectangulo ABMH, con el angulo agudo en M (Fig. 75).

(Fig. 75)
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Si unimos un punto cualquiera D del lado HM con B queda determinado un tridangulo BMD cuyo
angulo exterior ZBDH es mayor que el angulo agudo en M. Es posible, por lo tanto, escoger D de ma-
nera que dicho dngulo externo sea recto (situacién senalada en la figura). Pero ZABD es agudo. En re-
lacién con la recta AB tenemos, entonces, AH y BD, perpendicular y oblicua a ella, respectivamente,
que no pueden cortarse en, digamos, un punto K, porque el triangulo KHD contradice a Euclides L17.

Toda una inesperada novedad: oblicuas y perpendiculares no siempre se encuentran en la geometria
que se deriva de la sorprendente HAA.

PROPOSICION XVIII (sin demostracién)”: segtin que un angulo inscrito en un semicirculo sea
recto, obtuso o agudo, se deduce que es verdadera la HAR, la HAO o la HAA.

PROPOSICION XIX (sin demostracion): si se prolonga la hipotenusa de un triangulo rectiangulo en
una cantidad igual a su longitud, y se proyecta esa prolongacién sobre la prolongacién del cateto no
adyacente, sera cierta la HAR, HAO, HAA, segtin que la proyeccion sea igual, mayor o menor que
el cateto, respectivamente.

La Fig. 76 aclara el enunciado. AHD es el triangulo rectangulo; AD es su hipotenusa y_ﬁ = AD es
la prolongacién. Esta se proyecta sobre la prolongacién HB del cateto AH. Si HB = AH sera valida
HAR, etc. En la demostracién el autor hace uso de la Proposiciéon XVIII.

A

(Fig. 76)

PROPOSICION XX (sin demostracion): en la HAA si B es el punto medio de la hipotenusa de un
triangulo rectangulo MCA y si BD 1 AC, es BD no mayor que la mitad de MC (Fig. 77).

_l'.i

B D

M G

(Fig. 77)

22 Paralas demostraciones de XVIII, XIX y XX véase Saccheri (1908: 36-40). Aunque son interesantes, no las
incluyo para no extender demasiado el texto.
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Este teorema, trasladado aﬁ HAR, es el conocido “teorema de la base m@ de un tridngulo”, el
cual establece que BD = MC /2. Asimismo, en la HAO se tendria BD > MC /2. Es llamativo que
Saccheri no prueba que en la HAA es, directamente, BD < MC /2.

PROPOSICION XXI: en la HAR y en la HAA, la distancia desde un punto de un lado de un angulo,
al otro lado, crece indefinidamente al alejarse dicho punto del vértice del angulo®.

Demostracion: la argumentacwn se basa en el teorema anterior. Consideramos el angulo ZMAC de
la Fig. 77. Sobre su lado AM se toma un un punto P tal que AP = 2AM, ,y se traza PN L AC.Por Proposi-
cién XX resulta MC < PN/2, 0 sea, PN > 2MC, tal como MC > 2BD.Y asi sucesivamente, siempre
se puede encontrar un segmento AP multiplo de AB tal que la distancia de P al otro lado del 4ngulo
supere cualquier longitud dada.

Como corolario inmediato Saccheri afirma que, al estar la HAO ya refutada, “el teorema demostra-
do es siempre verdadero”.

Perpendiculares comunes y asintotas

PROPOSICION XXILI: si el cuadrilatero ABCD es rectangulo en Ay By sus otros angulos son agudos,
puede trazarse entre AD y BC una perpendicular comun* a AB y DC (Fig. 78).

D L HILI' C

1]12 1

4 K MK B

(Fig. 78)

Antes de pasar a la demostracidon debe observarse que el ABCD no es necesariamente un CBI. Tam-
bién nédtese que en el enunciado AB y DC son las rectas que contienen a los lados AB y DC.

Demostracién: si AD = BC el cuadrilatero es un CBI I'y la recta perpendicular comtin es MH, la que
contiene a los respectivos puntos medios, M y H, de AB 'y DC (Proposicion II).

Si AD > BC se traza por un punto L de DC la recta LK 1 AB, con K necesariamente entre A y B
por Euclides L17 (;c6mo interviene 117 para justificar este hecho?; pista: suponga que K esté a la
izquierda de A y una K con L...). Si los d4ngulos 1 y 2 no son rectos, uno es obtuso y el otro, agudo.
Supongamos que 1 es obtuso.

23 He adaptado este enunciado para mas claridad. El original no menciona el vértice.

24 Comun en el sentido de “perpendicular a ambas rectas”.
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Ahora consideremos las posiciones intermedias de segmentos como LK, perpendiculares a AB, en-
tre LK y BC, como si aquél se trasladara con movimiento continuo (hacia la derecha, en la figura)
hasta coincidir con BC. Los 4ngulos 1, en las sucesivas posiciones adoptadas por LK, variaran desde
una condicién inicial de obtuso a una condicién final de agudo, cuando % coincida con ZBCD. Eso
implica que en alguna posicién intermedia, digamos L'K’, es 1 = 1R. Entonces la recta LK’ es la
perpendicular comun buscada.

La demostracién se completa razonando similarmente, si se supone que 1 es agudo, lo cual no ha-
remos aqui.

PROPOSICION XXIII: dos rectas AX y BX” del mismo plano tienen una perpendicular comtn, o se
encuentran a distancia finita, o van acercandose siempre una a la otra.

Saccheri nos presenta en esta proposicién una clasificacion, por él descubierta, de las rectas del
plano, en el ambito de la HAA. Luego inserta un corolario y una observacién que hacen de este
teorema algo francamente jugoso.

Demostracion: (Fig. 79). Desde un punto cualquiera A de AX trazamos el segmento AB L BX'.

. A

(Fig. 79)
- Si ZBAX = 1R, AB es la perpendicular comtn a AX y BX.

- Si ZBAX < 1R, trazamos por unos puntos D, H, L, ..., de AX segmentos perpendiculares a BX™:
DK,HK',LK",..>.Si existe entre los angulos 1, 2, 3, .., alguno agudo, aplicamos la Proposicién XXII

que asegura la existencia de una perpendicular comun. O si hay alguno recto..., he alli la perpendi-
cular comun.

- La ultima posibilidad es que todos los dngulos 1,2,3,... sean obtusos; sus adyacentes A L
son, entonces, agudos. En el cuadrilatero ABKD es AB > DK (corolario de la Proposicién III). En el
DKK’H es DK > HK' por la misma razén. En HK’K’L se tiene HK' > LK"', etcétera. Estas desigual-
dades reunidas dan AB > DK > HK' > LK"',.... Es decir que las rectas AX y BX’ se van acercan-
do mutuamente.

- Si ZBAX > 1R se razona de igual manera pero con el angulo ZBAY adyacente (y suplementario, y
agudo) de ZBAX.

25 Aqui Saccheri no distingue, como nosotros, K, K’, K”; nombra K a todos esos puntos.
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La observacién que agrega Saccheri, posterior a la demostracion, dice: si dos rectas AX y BX’ son
cortadas por otra FH, formandose angulos conjugados internos suplementarios, dichas rectas ad-
miten siempre una perpendicular comuin que se construye del siguiente modo.

Enla Fig. 8osea® + 2 = 2R. Se traza M, punto medio de FH, y por él se trazan las perpendiculares
MKy ML a AX y BX’, respectivamente.

y Al

2
B JF L R X

(Fig. 80)

Como +2=2Ry2+3=2R, resulta ? = 3. Los triangulos MKH y MLF son congruentes por
Euclides 1.26, ya que cada uno tiene un 4ngulo recto y, ademas, f = 3y FM = MH. (jCuidado con
suponer que ZFML y ZKMH son opuestos por el vértice, y por ende congruentes, pues nada asegu-
ra que lo sean!). De la congruencia de esos tridngulos se obtiene que ZFML = ZKMH. (*)

El angulo ZFML es adyacente del 4 y, en virtud de (*), y al compartir el vértice y un lado, ZKMH
también es adyacente del 4. Esto implica que los puntos K, M y L, estan alineados y, por lo tanto, KL
es la perpendicular comtin a AX y BX™.

De los dos corolarios que Saccheri incorpord a esta proposicioén, lo medular del segundo es:

En la HAA cuando dos rectas forman con una tercera angulos conjugados suplementarios (o lo
mismo angulos alternos congruentes o dngulos correspondientes congruentes) existe una perpen-
dicular comtin y una sola...

Efectivamente, la perpendicular KL es unica. Si hubiera otra, digamos NR (Fig. 80), tendriamos un
cuadrilatero NRLK con cuatro angulos rectos, lo que es imposible en la HAA. Luego, NRLK debe
ser trirrectangulo.

Ademas, la distancia mas corta entre las rectas AX y BX’ es, precisamente, la que hay entre K y
L. En efecto, del corolario de la Proposicion III se deduce que en un cuadrilatero trirrectangulo
como NRLK, NR > KL, lo que implica que ambas rectas van aumentando su distancia mutua a
medida que nos alejamos de la perpendicular comiin. La Fig. 81 nos ayuda a “ver” esta peculiar
situacidon geométrica.

26 Seria mas exacto referirse a la perpendicular comtin como la recta KL. Saccheri indica el segmento e
incluso habla de la longitud de la perpendicular (en rigor, la del segmento de perpendicular).
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(Fig. 81)

PROPOSICION XXIV: dadas dos rectas cualesquiera AX y BX’ (Fig. 82), la BX’ perpendicular a
AB, a DK, a HK’, a LK’, y estando los puntos D, H, L sobre AX a distancia creciente de A, y sien-
do KK’ = K'K", la suma de los angulos del cuadrilatero KDHK’ es menor que la del KHLK” si
DK > HK' > LK", y esto si AX y BX’ se encuentran, o se acercan indefinidamente o si tienen una
perpendicular comun a partir de la cual divergen?.

(Fig. 82)

Demostraciéon: como DK > HK' > LK"', se toman los puntos N y M tales que NK = HK' (1) y

MK' = LK". Se trazan NM, KM, K'L.

Los triangulos KK’M y K’K”L son congruentes por criterio LAL. De esto surgell\ =23=4KM=K'L, (2)

Los triangulos NKM y HK’L son congruentes por el mismo criterio, ya que 5=6 (por tener complemen-
tos iguales) y por (1) y (2). Luego sus otros dos pares respectivos de angulos tienen la misma amplitud.

De estos razonamientos se deriva que son iguales las sumas de angulos interiores de los cuadrilate-
ros NKK’M y HK’K’L. (3)

El corolario de la Proposiciéon XVI afirma que en el cuadrilatero NDHM la suma de los angulos ex-
ternos ZKNM, ZNMK, es (en la HAA) mayor que la suma de los internos opuestos Z/NDH, ZDHM.
En virtud de esto y de (3) resulta demostrado el teorema.

Siguen a esta proposicién un corolario y una observacion, a saber, respectivamente:

- el teorema demostrado es valido aunque LK” fuese una perpendicular comutn [a AX y BX'];

- siAXy BX’ se aproximan entre si indefinidamente, una perpendicular a BX’en un punto K del lado
de AB*® donde las rectas se acercan, encuentra a AX (Fig. 83). Omito la demostracion.

27 LaFig. 82 es casi la misma que la de la Proposicién XXIII. Es posible demostrar, en la HAO, que la suma
de angulos del KDHK’ es mayor que la del KHLK”.

28 Mejor “... en el semiplano determinado por AB...”.
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(Fig. 83)

En el siguiente teorema (Proposicion XXV), que es bastante arduo y cuya demostracién no vere-
mos?, Saccheri prueba que si la distancia entre una perpendicular y una oblicua a una misma recta,
que se aproximan entre si indefinidamente, se mantiene siempre mayor que una cierta longitud
dada, la HAA queda destruida.

De dos corolarios insertados, el II merece ser transcripto por su brillantez:

No se puede establecer la geometria euclidiana llamando paralelas a dos rectas perpendi-
culares a una tercera y concluyendo de esta definicion que dos rectas que forman con una
tercera angulos internos cuya suma es menor de dos rectos se encuentran a distancia finita
o infinita, porque deberia primero probarse que estas dos rectas no tienen ninguna otra

perpendicular comun.

PROPOSICION XXVI: en la HAA si AX es oblicua aAB y es asintotaa BX' 1 AB, una perpendicular
a AB trazada por un punto cualquiera T situado entre A y B, encontrara a AX (Fig. 84).

(Fig. 84)

Demostracién: habra en AX un punto N tal que el segmento NK 1 BX' tendré longitud menor a
cualquier longitud dada, digamos, menor que la de TB. Se traza en este tltimo un punto C tal que
CB = NK y se dibuja CN. Como ZNCB es agudo (;por qué?) resulta que ZNCT es obtuso. De aqui
se deduce que la perpendicular a AB trazada por T debe cortar a AX en F (Euclides 1.17)*°. En efecto,
sino la cortara entre A y N encontraria a CN en un punto L entre Cy Ny el tridngulo TCL contradi-
ria a Euclides L.17.

29 (Saccheri, 1908: 58-61). La demostracién ocupa algo mas de tres paginas de retdrica geométrica.

30 jLa ubicua Proposicion I.17 de Euclides! Debe ser asi pues en cualquier tridngulo que se forme, dos cua-
lesquiera de los angulos interiores no pueden sumar méas de dos rectos. Por otra parte, respondiendo la
pregunta formulada: ZNCB es agudo porque el BKNC es un CBI.
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PROPOSICION XXVII (sin demostracion, Fig. 84): Siuna oblicua AX que forma con AB un angulo ZBAX
suficientemente pequerio, encuentra siempre, a distancia finita o infinita, a cualquier perpendicular BX’
a AB, cualquiera sea la distancia entre By A, se puede establecer la falsedad de la HAA (Fig. 84).

PROPOSICION XXVIII: en la HAA, si AX es oblicua a AB y es asintotaa BX' L AB,ysiL, H, D, etc.,
son puntos de AX por los cuales se han trazado las perpendiculares a BX™ LK,HK',DK"', etc., y los
angulos ZKLA, ZK’'HA, ZK”DA, etc., son todos obtusos?, estos van decreciendo y tienen por limite
un angulo recto (Fig. 85).

A

(Fig. 85)

Noétese que esta situacion no es otra que la de la Proposicion XXIII para el caso en que resultan
asintotas AX y BX’. Lo que este teorema agrega es que los angulos obtusos tienden a 1R a medida
que nos alejamos de AB.

Demostracion: por el corolario de la Proposicion XVI, se tiene que

ZKLA + ZBKL (=1R) > ZK’HA + ZBK’H (= 1R), es decir, ZKLA + 1R > ZK’HA + 1R, de donde ZKLA >
ZKHA.

Razonando de idéntica manera se deduce que ZK’HA > ZK”DA, etcétera.
Para demostrar que la sucesién decreciente de 4ngulos obtusos tiene como limite IR, debe com-
probarse que se puede hallar siempre en ella un angulo, tal que su diferencia con 1R es menor que

cualquier angulo dado, por pequeno que sea. (Bueno, esto que sigue es para valientes).

Consideremos el ZMNC (Fig. 86, izquierda). Supongamos que la diferencia con 1R de un angulo
cualquiera de la sucesién, nunca es menor que ZMNC. (1)

(Fig. 86)

31 Sehaadaptado casi completamente el enunciado original ya que, por ejemplo, Saccheri dice, de manera
mas bien imprecisa, que “los dngulos en L, H, D... son todos obtusos del lado de la perpendicular mas
larga...”, etc.
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Por la Proposicién XXI se sabe que la longitud de un segmento como MC puede superar cualquier
valor dado. Supongamos MC > AB. (2)

Sobre BX’ se construye BT = CN y, por T, TS 1 BX ', que corta a AX en S (véase la observacion a la
Proposiciéon XXIV). Se traza SQ L AB, con Q entre Ay B* En el QSTB, trirrectangulo, resulta ZQST
agudo. De aqui QS > BT = CN.

De todo esto se deduce que LASQ > LAST — 1R*. Para mas claridad véase la Fig. 87.

Pero entonces, por la suposicién (1) se tiene que ZASQ > ZMNC.

Se traza ahora SF, que forma LASF ZMNC'y que corta a AQ en F (Fig. 86, nuevamente). Desde A
se construye el segmento A( A0 1 SH SF. (Siendo ZAFS obtuso*, la ubicacién de O sobre la recta SF es la

que se muestra®). Al ser SF>QS>BT = CN, se toma I en SF tal que IS = CN, y desde I se traza
IR L FS, situandose R entre Ay S.

(Fig. 87) Detalle de la Fig. 86, donde agregamos la linea punteada tal que £JST = 1R; luego ZAS]
= ZAST—1R, esto es, la diferencia con 1R del &ngulo obtuso ZAST. Se ve que ZASQ > ZAST —1R.

Una consecuencia de esta construccion es que los triangulos MNC 'y RSI son congruentes por crite-
rio ALA; de aqui IR = MC. (3)

Veamos ahora el cuadrilatero AOIR. En él1 O = = 1R, R > 1R (Euclides L.16) y A < 1R. De esto
resulta que A0 > IR (corolario de la Proposicién III). (4)

Se traza OQ Luego AQ > A0 y por (3)y(4),AQ > IR = MC, pero por (2) MC > AB luego AQ > AB,
absurdo pues AQ < AB.

La contradiccion surge de aceptar como cierta (1).

32 Elargumento de por qué Q cae entre A y B, es nuestro teorema amigo Euclides L17. En efecto, si Q cayera,
por ejemplo, més alla de B, se formaria un tridngulo contradictorio con dicha proposicién de Elementos.

33 ZAST es obtuso porque AX y BX’ son asintotas.
34 Por Euclides L.16 en el tridngulo FQS rectangulo en Q.

35 Otravez, Euclides I.17 y también, més adelante, para R que cae entre A y S. Seriamente consideré crear un
club de fans de Euclides L17. Esta tltima oracion es un tributo a Sebastian Galizzi, mi editor.
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Luego en la sucesioén decreciente de angulos obtusos existira siempre un elemento cuya diferencia
con IR puede hacerse menor que cualquier angulo dado, por pequefio que sea, y dicha sucesién
tiene por limite 1R. ;Has llegado hasta aqui, lector valiente?

Saccheri nos ha hecho agitar. Y atencién ahora, por favor, jqué corolario!; es para ponerlo en un
cuadrito: las dos rectas AX y BX’ tienden a tener una perpendicular comiin en un punto comiin en el infinito.

PROPOSICION XXIX: si AX es asintota a BX’, una semirrecta R, interior al Z/BAX, encuentra a BX’
en un punto P, a distancia finita.

(Fig. 88)

Demostracion: (Fig. 88). Como AC y AX no pueden encerrar un espacio®, AC debe encontrar a
LK,HK',DK",...en C, N, M, ..., a no ser que hubiera ya cortado a BX’ en algtin punto entre By K, K’
0 K’ en cuyo caso el teorema resultaria demostrado.

Supdngase ahora que, luego de M, AC no encontrara a BX’ (*). Por la Proposicion XVIII los dangulos
/ALK, ZAHK’, ZADK?, ..., son obtusos de amplitud decreciente y con 1R como limite. También
ZACK, ZANK’, ZAMK”, ..., son obtusos de amplitud decreciente y con 1R como limite, por ser ex-
teriores de los tridngulos ALC, AHN, ADM. Sin embargo, se podra alcanzar un dngulo ZK”’MA cuyo
exceso sobre IR sera menor que cualquier angulo dado, por pequeno que sea; por ejemplo, menor
que el angulo ZDAM.

Entonces ZDAM + ZDMA > 1R, y en el tridngulo obtusangulo ADM la suma de los angulos supera
a 2R, lo que contradice la HAA (Proposicién IX) en la que se ubica este teorema. La contradiccién
provino de aceptar (*).

Corolario I: toda recta AZ que forma con AB un dngulo agudo ZZAB > Z/XAB, no es asintota a BX.

Corolario II: el 4ngulo ZPAB, al crecer PB indefinidamente, no tiene valor maximo pero tiende al
limite inaccesible XAB.

PROPOSICION XXX (Fig. 89): sea BX' 1 AB. Una recta que tiene perpendicular comtn con BX es
AY 1 AB. No existe una tltima oblicua AN a AB que tenga perpendicular comtin con BX’.

A fin de abreviar un poco el desarrollo se omite la demostracién (Saccheri, 1908: 72). El teorema afir-
ma, en otras palabras, que cualguier oblicua dentro del ZXAY tiene una perpendicular comun y tinica

36 Decir que dos rectas no encierran espacio equivale a afirmar que dos rectas no pueden cortarse en dos
puntos diferentes. Esta aseveracion figura como axioma en algunas ediciones de Elementos.
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con BX’. Ademas, en corolario inmediato, demuestra que el segmento de perpendicular comun, di-
gamos ND, sera tanto mas corto cuanto menor sea el ZXAB. Completa Saccheri este concepto, final-
mente, en la Proposiciéon XXXI segtin la cual al decrecer ZXAB dicho segmento tiene por limite cero.

A ¥

(Fig. 89)
Estamos llegando a un punto crucial en el largo camino emprendido.
PROPOSICION XXXII (Fig. 89): en la hipétesis del angulo agudo existe un angulo ZXAB tal que
-AX no encuentraa BX' 1L AB;
- toda oblicua comprendida en el £XAB encuentra a BX’;

- toda oblicua que forma con AB un angulo agudo mayor que £XAB, o un angulo recto, tiene con BX’
una perpendicular comun a distancia finita.

Este teorema es de resumen de las Proposiciones XXIX, XXX y XXXI.

Una clasificacion de las rectas y un desenlace

Ante tal torbellino de teoremas, corolarios y comentarios, que ha sacudido nuestros cabellos (en
especial lo digo por mi), quiero llamar la atencién sobre un hito fundamental que ha alcanzado
Saccheri. Este punto sintetiza, en cierto modo, toda la novedad de su incursién por la hipdtesis del

angulo agudo, la cual resisti6 todos los embates para derribarla.

El preclaro jesuita concluyé al fin que en la HAA existe una clasificacién de las rectas de un plano
que pasan por un punto exterior A a una recta BX'.

Concretamente, por A pasan (Fig. 90):
a) rectas incidentes con BX’, como AP y AB;
b) la asintota AX no incidente con BX’,

¢) rectas no incidentes con BX’y no asintotas con ella, como AS y AY.
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B L g

(Fig. 90) La clasificacion de rectas por A, exterior a BX'.

Notese el papel decisivo que tiene el angulo £XAB. Mas adelante nos ocuparemos de dicho dngulo
cuando abordemos la geometria hiperbélica.

Para finalizar este capitulo dedicado al impresionante intento de Saccheri por probar la veracidad
del Postulado, haré referencia al desenlace del mismo. Es el lugar ahora de la sorprendente

PROPOSICION XXXIII: la hipétesis del angulo agudo es absolutamente falsa, porque repugna a la
naturaleza de la linea recta.

Argumenta Saccheri:

En efecto, si fuese verdadera, la recta AX oblicua a AB y asintota a BX’, perpendicular a AB,
tendria con BX una perpendicular comiin en un punto comuin en el infinito, lo que es con-

trario a la naturaleza de la linea recta, como demostraremos en los siguientes lemas...

Siguen cinco lemas, algunos con corolarios, de los que no nos ocuparemos y cuya consecuencia
seria la falsedad de la HAA. Luego, en una segunda parte del libro, propone demostrar por otra via
dicha falsedad, para lo cual agrega las Proposiciones XXXIV a XXXIX (Saccheri, 1908: 82-94).

Realmente Saccheri no refuté la hipétesis del angulo agudo, ni hubiera podido hacerlo por el he-
cho de que la misma conduce a lo que hoy conocemos como geometria hiperbélica, rama compatible
de la geometria (véase cap. 5, pag. 83). El autor la declara falsa sin un argumento matematico, sino
mas bien afincandose en una concepcidn clasica de la linea recta. Saccheri, que en muchos aspec-
tos demostro6 gran agudeza de razonamiento y un pensamiento innovador y hasta atrevido, en este
tramo final estuvo mas bien en sintonia con las concepciones preexistentes de su época.

Este es un final poco feliz, aunque de ninguna manera opaca todo el esfuerzo y los descubrimientos

de nuestro jesuita matematico: “(...) toda conquista humana es, en esencia, inolvidable e inmortal
aun cuando se la reemplace por una ‘mejor’” (Sarton, 1965: XVII del Prefacio).
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[Capitulo 9]

Teoria general del paralelismo

Podemos decir que lo que viene a continuacion es una teoria de las paralelas anterior a la adopcion
de cualquier axioma de paralelismo. Esta se apoya sobre los postulados de incidencia, congruencia,
continuidad y orden, y los teoremas de ellos obtenidos.

En este capitulo también abordaremos dos interesantes interpretaciones de los axiomas de la geo-
metria plana, lo que servira para enriquecer lo tratado en el capitulo 5.

Definicion de recta paralela

En una primera aproximacion, veremos como define Gauss “recta paralela™ (Fig. 91). Luego se vera
de esta una definicién mas elaborada, aunque aunque eso no signifique que la del Princeps mathe-

maticorum? sea erronea.

Silarecta AX, coplanar y no incidente con r = BX’ es tal que toda recta trazada por A y comprendida
en el ZBAX encuentra ar, entonces AX se dice paralela a r. (Bonola, 1945: 78)°.

.l"i

(Fig. 91)

Consideremos la recta r = BX’y un punto A exterior a ella (Fig. 92).

A 1
X

5
B 0 P A

(Fig. 92)

1 Lo correcto es decir “recta paralela a otra recta”, ya que una sola recta no alcanza para establecer la rela-
cién de paralelismo. Sin embargo, el uso aqui ha reemplazado sin confusiones el concepto.

2 Esdecir, “principe de los matematicos”. Con ese impresionante apelativo la posteridad cientifica (excep-
to, posiblemente, Janos Bolyai, véase cap 10, pag. 176) reconocid a Johann Carl Friedrich Gauss.

3 Notese la diferencia entre esta definicién y la de Euclides (Def. 35, véase la nota 19 del cap. 4).
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AB 1 7 por A. Ademas, AY 1 AB. La recta AY no encuentra a r por el teorema que afirma que dos
perpendiculares a una misma recta no se cortan (un encuentro entre ellas contradiria Euclides L.17).

Para establecer la definicién de “paralela a r por A” vamos a definir una cortadura en el conjunto de
las rectas por A (véase cap. 6, pag. 107). En ese conjunto de rectas podemos constatar que existen dos
subconjuntos, K y K’, no vacios y disjuntos (esto es, la interseccién de K y K’ es el conjunto vacio):

K = {rectas incidentes con r}, como AB, AQ y AP.

K’ = {rectas no incidentes con r}, como AY 'y, tal vez, otras.

Siendo el plano continuo, puede establecerse una una relacién de orden entre las rectas que pasan
por Ay, por ende, también entre las rectas de K y K. Diremos, por ejemplo, que AQ precede a APy
que AP precede a AX. Esta relacion se sustenta en el ordenamiento del conjunto de los angulos de
vértice A, lado fijo AB y lado mévil que va ocupando las posiciones desde AB hasta AY, como indica
la flecha de la Fig. 92, y cuya amplitud va variando en el intervalo [o; 7/2].

Basandonos en esto queda claro que todas las rectas de K preceden a las de K. De esto surge que
puede definirse una cortadura en el conjunto de las rectas por A y que existe un elemento de sepa-
racion entre K y K’. Este elemento de separacion es la recta AX.

Podemos ahora definir paralela.

La paralela a r por A es la recta AX, elemento de separacidon entre las rectas incidentes y no inciden-
tes con 7 por el punto A.

Toda recta por A que tiene puntos en el interior del angulo ZBAX corta necesariamente a r (acorde
con la definicién de Gauss). La siguiente es una equivalencia fundamental:

“AX /| ¥’ < “Toda semirrecta de origen A interior al Z/BAX cortaar”

Angulo y distancia de paralelismo, y dos paralelas

Viendo de nuevo la Fig. 92, denominaremos dngulo de paralelismo al ZBAX = oy distancia de parale-
lismo a la longitud del segmento AB L 7.

Hay una situacién completamente simétrica en el semiplano izquierdo respecto de AB, que nos
permite hallar otra recta AW paralela a r, con angulo de paralelismo ZBAW = o’ = a,, e igual distancia
de paralelismo (Fig. 93).

A
»
W B A

(Fig. 93) Las paralelas generales.
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Dentro de la generalidad en que nos situamos, no decimos nada sobre la amplitud del angulo de
paralelismo: podria ser agudo o recto.

Vamos a demostrar que a distancias de paralelismo iguales corresponden angulos de paralelismo iguales.

(Fig. 94)

Demostracion: (Fig. 94) consideremos AX // BX, A’Y /| B’Y,, AB = A'B',AB L BX',A'B' L B'Y'.

Negamos la tesis y suponemos que o’ # o, en particular, que o’ > o.. Es posible trazar, entonces, una
semirrecta interior a o’ que determina con A'B’ un angulo B = a. Tal semirrecta debe cortar a B'Y’
en un punto Q’, pues A’Y // B'Y’ (por definicién de paralela). Ahora en AX se construyen AQ = A'Qy
BQ. Los triangulos ABQ y AB'Q’ resultan congruentes por criterio LAL y de aqui surge que ZABQ =
ZAB'Q’=1R, lo que es absurdo pues hay dos perpendiculares a AB por B (BQ y BX)*. Luego no puede

ser o’ > Ol.

Razonando en todo analogamente para el caso o’ < o, y ante una nueva situacién imposible, queda
probado que o’ = o.. En conclusién: AB = A'B' = a = o’

Resulta muy interesante que no es posible, en cambio, demostrar la reciproca de esta implicacion.
Efectivamente, sea o = o’. Vamos a negar la tesis y suponer que AB # A'B’, digamos AB < A'B’.
Tomamos un punto K’ en este tltimo segmento tal que B'K’ = AB (Fig. 95). Ahora trazamos K’Y” //
B’Y’y por lo ya demostrado resulta o = .. Es mas: o = o’ = a”. Esto no trae ningtin problema, y lo
mismo sucede si analizamos el caso AB > A'B’. Luego, si los 4ngulos de paralelismo son iguales, las
distancias de paralelismo pueden ser iguales o no. Esto quedara modificado cuando se acepte como
valido algin postulado de paralelismo.

A A'
?\\X z ?‘\\ ¥

B X B’ '

(Fig. 95)

4 Si por un punto de una recta pasan dos perpendiculares distintas a dicha recta, los dngulos rectos no
serian congruentes entre si, como se establece en la teoria (o como fija Euclides en su Postulado IV).
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Sentido del paralelismo y algunas propiedades

Volvamos a la Fig. 93. Cada una de las paralelas consideradas lo es en relacién con un sentido deter-
minado en r, digamos que AX es paralela a r “hacia la derecha” y AW lo es “hacia la izquierda”. Méas
correctamente deberiamos decir “en el sentido BX’ 0 BW?”, respectivamente.

SiAX y AW coincidieran seria WX // r en ambos sentidos.

Es de cuidar el sentido del paralelismo al escribir simbélicamente que una recta es paralela a otra.
Diremos, por ejemplo, que AX // BX’, y no que AX // X’B. También, si afirmamos “AW //r” se entiende
que el paralelismo considerado es hacia la izquierda (o en el sentido BW’).

El punto A no tiene particular importancia en cuanto al paralelismo. En efecto, el paralelismo se
conserva sin importar el punto de la recta que consideremos. Demostraremos que si AX // ry A’ es
otro punto de AX, entonces A’X // r. Lo haremos en dos partes:

a) si A-A-X;

b) si A-A-X.

Demostracion:

a) Sea AX//ryA-A-X (Fig. 96). Unimos B con A’. Sea A'F una semirrecta cualquiera interior al ZBAX,
con F situado en el mismo semiplano de borde r en que estd AX.

(Fig. 96)

Al ser F interior al angulo de paralelismo ZBAX, AF corta ar en M y, ademas, por el axioma del
segmento con extremos en los lados de un 4ngulo, encuentraa BA' en N.

Vayamos ahora al triangulo BNM. A'F encuentra al lado NM en F y no puede cortar a BN puesto
que corta a la recta BN en A’, que es exterior a BN. Por lo tanto, por el axioma de Pasch (véase cap. 6,
pag. 97), debe cortar al lado BM, es decir, ar.

Ahora invocamos la equivalencia citada en la pagina 158:

“toda semirrecta de origen A’ interior al ZBA’X cortaar” < “AX//r”,

es decir que el paralelismo se conserva por A’.

5 Recuérdese que A-A-X significa que los puntos A, A’y X, estan alineados y que A’ esta entre A y X.
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b) Sea A-A-X (Fig. 97). Trazamos BA' y ﬁ, siendo F interior al ZBA’X con F en el mismo semiplano
de borde r en que esta AX.

(Fig. 97)

Sobre la prolongacién de FA’ se toma un punto Ky se dibuja K4, que necesariamente corta a r en
M pues AX//r.

En el tridngulo ABM A'F intersecta a BA en N y no puede cortar a AM pues encuentra a AM en K,
exterior a AM. De esto se desprende que debe cortar a ry, de aqui, A’X // r. El paralelismo se man-

tiene por A’

El paralelismo en un sentido dado es una relacién simétrica. Vamos a demostrar que sir//s, entonces s //r.

(Fig. 98)

Demostracion: considérese que r /s hacia la derecha de la Fig. 98. Sea la transversal AB y las bisec-
trices de los angulos conjugados internos, que se muestran con linea discontinua®. Estas bisectrices
se cortan en M.

Setrazan A’'M 1 r,PM 1 AB,B'M L s.Ademas, por situarse M en la bisectriz AM resulta A'M = PM.
Luego, por criterio LLA” son congruentes los tridngulos rectangulos APM y AA’M. Por analogas razones
también son congruentes los triangulos BPM y BB'M®.

Sea m la bisectriz del ZA’MB’. Dado que A’'M = B'M, A’y B’ son simétricos respecto de m y resultan
también simétricas r y s respecto de m. Esta simetria garantiza que también s // r hacia la derecha.

6 Deberia ser mas preciso en la descripcion, pero prefiero simplificarla antes que recargarla con términos.

7  El cuarto criterio: dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados respectivamente congruentes, y congruentes
los dngulos opuestos a los lados mayores. Véase también Euclides I.26.

8 Setrata de tridngulos simétricos “inversamente congruentes”. Véase la nota 7 del cap. 8.
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Corolario: el lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas paralelas es una recta para-
lela a ambas (en la figura es la recta m).

El paralelismo, siempre considerado en un sentido, verifica la transitividad, esto es: dos rectas para-
lelas a una tercera, en un sentido, son paralelas entre si.

Demostracion: sean, s y t rectas, ¥ // s y t / s. Distinguiremos dos partes del teorema.

a) r y t estan en semiplanos opuestos respecto de s (Fig. 99). Sea AC una transversal que pasa por A
deryCdet. Estacortaasen Bpues Ay C estan en distintos semiplanos respecto de s.

(Fig. 99)

En el ZCAA’se traza la semirrecta arbitraria AH, que cortaas en M pues r//s. Se dibuja CM. En el
ZCMB’la MH encuentra a t por ser s // t. Pero esto implica que AH también corta a t, luegor//t.

b) r y t estan en un mismo semiplano respecto de s (Fig. 100).

AT r

(Fig. 100)

De las rectas r y s, una de ellas (digamos r) deja a las otras en diferentes semiplanos. SiCestaensy
Besta ent, la transversal CB corta ar en A. Toda semirrecta interior al ZBCC’ intersecta a t por ser s
//t. Pero también corta a r en Q pues s y t estan en semiplanos distintos respecto de r. Se traza BQ y
completamos la demostracion en el ZBQA’razonando como en (a). Luego, r //t.

Si se excluye la aclaracion sobre el sentido del paralelismo deja de valer la transitividad. Por ejem-
plo, en la Fig. 93, AX//r y AW // r, pero no es AX // AW.
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Haces y puntos propios e impropios

Se denomina haz de rectas al conjunto infinito de las rectas de un plano que pasan por un punto lla-
mado centro del haz, como se representa en la Fig. 101 (a). A partir de ahora a este haz y a su centro

0 ‘*——é

los adjetivaremos propios.

(al (k)

(Fig. 101)
En relacién con el haz propio nétese que:

I - Conocidas dos rectas del haz, este queda determinado, ya que ellas al cortarse determinan el
centro O.

2 - Por un punto cualquiera del plano pasa una tnica recta del haz.
3 - Todas las rectas del haz “comparten” el punto O.

Sea el conjunto de las infinitas rectas paralelas a una dada, en un sentido dado, como el representa-
do en la Fig. 101 (b). Vamos a establecer una analogia entre este conjunto y el haz propio.

Todas las rectas del conjunto “comparten” el sentido del paralelismo. Adaptemos los términos, 1la-
mando “punto impropio” al sentido de paralelismo (en la mente matematica es solo un cambio de
vocabulario para unificar conceptos), y pongamosle el simbolo Q (la letra griega omega maytscu-
la). Entonces diremos que el conjunto de esas rectas es un haz de paralelas o haz impropio de centro
(impropio) Q.

Obsérvese que:

I - Conocidas dos rectas del haz, este queda determinado, pues determinan un punto impropio en
virtud de su sentido de paralelismo.

2 - Por un punto cualquiera del plano pasa una tnica recta del haz.
3 - Todas las rectas del haz “comparten” el punto impropio Q.

Las similitudes entre ambos haces, expuesta en los item 1 a 3, simplifica la teoria. Podemos afirmar que
“las paralelas del haz impropio concurren en un punto impropio (o en el infinito) Q7.

9 Debido a esta ampliacién de términos, la proposicion “dos rectas de un plano siempre se encuentran” es
siempre cierta ya que pueden hacerlo en un punto propio o en uno impropio. La geometria denominada
« : » : « : » « : ”» ’
proyectiva” trabaja con un plano que se llama “ampliado” o “extendido” que comprende, ademas de
los puntos ordinarios (propios) los puntos en el infinito (impropios), definiéndose también la “recta im-
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Asi como hay infinitos haces de rectas propios, los hay infinitos impropios. En efecto, cada sentido
de paralelismo determina un haz de paralelas.

Representaremos los puntos impropios con letras griegas mayusculas: 2 (omega), I' (gamma), A
(delta), I (pi), etc. Una recta puede nombrarse con un punto propio y su punto impropio, por ejem-
plo, PT. (Fig. 102).

P —

__________—-.—

(Fig. 102)

Fajas y trilateros

Laregion del plano comprendida entre dos paralelas r y s se llama faja o zona. El simbolo correspon-
diente es (rs) (Fig. 103).

Y o

(& ]

(Fig. 103)

Si se traza un segmento que tenga como extremos un punto de 7y otro de s, queda determinada una
figura que se denomina trildtero. Se ve en la Fig. 104 el trilatero ABQ) vy, en la tabla anexa, sus ele-
mentos. Los lados impropios son de longitud infinita. El &ngulo impropio tiene amplitud nula y su
vértice esta en el infinito. Los angulos exteriores son los adyacentes de los interiores; en particular
nétese que el exterior adyacente de & vale 2R.

K
A

r\§ﬂ

(Fig. 104)

propia” a la que pertenecen todos ellos. Por lo tanto también es siempre cierta la afirmacién “dos puntos
(propios o impropios) determinan una vinica recta”.
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Elementos del trilatero Propios Impropios

Vértices A, B Q
Lados AB AQ,BQ o m, BO
) o A= /QAB, A= /AQB
Angulos interiores
B=/ABQ (angulo nulo)
; ) ZLBK Semiplano de borde s que no
Angulos exteriores .
ZKAQ contiene a A?

Si alguno de los angulos propios es recto, el trilatero es rectdngulo y el lado propio se llama cateto.
Si los angulos propios son iguales el trilatero es isdsceles. Dentro de esta teoria general un trilatero
puede ser ambas cosas.

Algunos teoremas relacionados con trilateros son los siguientes:

1 - Una recta que pasa por un solo vértice y por un punto interior del trilatero, corta al lado opuesto.

Demostracion:

Ji

(Fig. 105)

cualquier recta que contiene a A (o a B) y a un punto interior P del trilatero corta a s (o ar) justamen-
te por ser r / s (Fig. 105). Cualquier recta que contiene a Py a Q es, por este hecho, paralelaaryas,

y encuentra a AB pues este segmento corta a la faja (rs).

2 - Una recta que no pasa por un vértice y corta a un lado, corta a otro lado y s6lo a uno. (Se omite
la demostracién).

3 - Un dngulo exterior es mayor o igual que el interno opuesto.

A
:
3 e L
L B M,
vy s P
A

(Fig. 106)

a Como no puede nombrarse el &ngulo exterior impropio de vértice Q con la notacién tradicional, ya que
no tenemos otra letra “mas alla de Q”, y al ser su medida 2R, no hay inconveniente en identificarlo como
un semiplano. De hecho, un angulo llano es un semiplano.
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Demostracion: sea el trilatero ABQ y ZMBCQ un angulo exterior propio (Fig. 106). Por supuesto que
el teorema es cierto si se considera el angulo exterior impropio, que vale 2R. Supéngase que ZMBQ
< ZBAQ. Entonces trazamos AS tal que £ZBAS = ZMBQ (1). Comor//s, AS vaa cortar a s en P, deter-
minando el triAngulo BAP. Tenemos:

£ZMBQ (= ZMBP ) + LABP = 2R por ser adyacentes. Y por (1):

ZBAS (= ZBAP) + ZABP =2R.

Pero esto contradice Euclides L.17. Esto demuestra que ZMBQ) > ZBAQ.

4 - Dos trilateros son congruentes si tienen congruentes sus lados y dngulos propios. (Se omite
la demostracién).

Paralelismo en el espacio

Veamos algunos detalles del paralelismo en tres dimensiones que luego nos seran necesarios. Co-
mencemos con un teorema.

Si tres planos se cortan mutuamente de modo que dos de las rectas de interseccién son paralelas (en
un sentido), entonces la tercera recta de interseccion es paralela a ellas.

(Fig. 107)
Demostracion: sean tres planos que se cortan dos ados en v, s y t, con v // s (Fig. 107).
Consideremos una semirrecta cualquiera CD en el ZBCC’. El plano determinado por A, Cy D, cor-
ta al plano de r y s en la recta AF. Como CD también pasa por F, lo que quiere decir que corta a s,
resultat//s.
Corolario: si dos planos que contienen a rectas paralelas se cortan, su interseccioén es paralela a ellas.
Puede llevarse la idea del haz impropio a tres dimensiones, en cuyo caso en vez de haz hablamos de
radiacion. En el espacio todas las rectas paralelas a otra, en un sentido dado, comparten el sentido
del paralelismo, o sea, un punto impropio.
Una recta r paralela a un plano w es paralela a todas las rectas s, t, u,... del haz impropio del plano,

que se obtiene cortandolo con todos los planos que pasan por r. La recta r, las rectas del haz y el
plano tienen en comiin un punto impropio Q (Fig. 108).
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L

(Fig. 108)

Finalmente, por una recta (como r) paralela a un plano (como m) pasa un tinico plano paralelo al
plano dado. Pero mejor sera hablar de...

Radiaciones

Dado un punto propio O del espacio, el conjunto de todas las rectas y planos que pasan por él se
denomina radiacién propia de centro O. En la Fig. 109 (a) vemos una radiacioén propia de centro O; se
muestran cuatro rectas (dos con linea punteada) y tres planos de la misma.

Si el punto dado es impropio, digamos Q, todas las rectas y planos que pasan por él (es decir, todas
las rectas y planos paralelos a una recta en un sentido dado), conforman una radiacién impropia de
centro Q. En la Fig. 108 (b) tenemos una radiacion de este tipo, de centro €2, de los planos y rectas
paralelos a u. Los planos de esta radiacién pueden ser secantes, como € y ¥, siendo su interseccién
una recta t paralela a u.

(=) (k)

(Fig. 109)
Los siguientes enunciados son validos para ambas radiaciones:
1 - Por todo punto del espacio, distinto del centro, pasa una sola recta de la radiacion.
2 - Por toda recta que no contiene al centro, pasa un solo plano de la radiacion.
3 - La radiacién queda determinada por dos de sus rectas o por una recta y un plano.
En la Fig. 110 se ven algunas rectas de una radiacién impropia. Cada dos, determinan una faja. Se
han destacado los siguientes planos: o que pasa porrys; 3, por sy u, y m, por ry u. Estos planos, de
a pares, forman tres diedros. Los tres planos determinan un triedro. También vemos trilateros: ABQ,

ACQy BCQ.
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(Fig. 110)

Geometria de la radiaciéon impropia

La geometria de la radiacién impropia (GRI), tiene como objetos fundamentales las rectas y planos
de dicha radiacion. Asi como en la geometria plana es el plano el ente donde se ubican los puntos y
las rectas, en la GRI es la radiacion el ente donde se asientan las rectas y los planos.

Cambiando ciertos términos en los axiomas y teoremas de la geometria plana euclidiana, se ob-
tienen enunciados validos en la GRI. Se establece, por lo tanto, un isomorfismo entre la geometria
plana y la GRI. Véase la siguiente tabla “diccionario”:

Geometria plana euclidiana Geometria de la radiacion impropia
Plano Radiacién

Punto Recta

Recta Plano

Segmento Faja

Angulo Diedro

Tridngulo Triedro

A continuacién se muestran ejemplos en los que se efectud el cambio de términos, segtin la corres-
pondencia que senala la tabla, lo que da lugar a proposiciones ciertas en la GRI.

Geometria plana euclidiana Geometria de la radiacion impropia
Por dos puntos pasa una tinica recta del plano. Por dos rectas pasa un tinico plano de la radiacion.
Por un punto pasan infinitas rectas del plano. Por una recta pasan infinitos planos de la radiacion®.

Los puntos de la recta pueden disponerse en dos or- | Las rectas del plano pueden disponerse en dos orde-
denamientos naturales. namientos naturales.

Una recta del plano lo divide en dos regiones tales que | Un plano de la radiacion lo divide en dos regiones tales
dos puntos de distintas regiones (de la misma region) de- | que dos rectas de distintas regiones (de la misma region)
terminan un segmento que corta (no corta) a la recta. | determinan una faja que corta (no corta) al plano.

b  Esta proposicién corresponde al axioma del ordenamiento de puntos de una recta, adoptado en algu-
nos sistemas.

[160]



Para ilustrar més esto veamos con algtn detalle la congruencia de fajas, que se corresponde con la
congruencia de segmentos. En una radiacién impropia de centro Q consideremos las rectas 7, s, t y

u, que determinan las fajas (rs) y (tu) (Fig. 111).

J‘i ¥

=]

(Fig. 111)

Sean Ay B puntos sobre r y s respectivamente y, analogamente, C 'y D sobre t y u. Sean también
ZQAB = ZQBA, ZQCD = ZQDC. Las fajas son congruentes si AB = CD.

Con la convencion mencionada de cambio de términos, la congruencia de fajas satisface las leyes
de la congruencia de segmentos. Por ejemplo, consideremos este enunciado: dados tres puntos de un

plano: R, S, T, y una recta “a” que pase por T, hay en cada semirrecta que T determina en “a” un segmento
de extremo T congruente con RS.Vemos estos objetos en la Fig. 112 (a), donde se tiene TQ = TP = RS.

A

Ea A=

(b)

(a)

(Fig. 112)

En el dominio de la GRI, esta afirmacién se traduce como: dadas tres rectas de la radiaciéon: 7, s, t, y
un plano a que pase por t, hay en cada semiplano que t determina sobre o una faja de borde t con-
gruente con (rs). En la Flg 112 (b) se muestran la faja (rs) y las dos de borde t congruentes con ella,

puesto que KL = KM = AB, tal como se definié antes.

Analogamente, se definen la adicion y sustraccion de zonas, cuyas propiedades se corresponden con
las de la adicién y la sustraccion de segmentos, respectivamente. Y el primer criterio de congruencia
de tridngulos de la geometria plana, se liga en la GRI con el primer criterio de congruencia de triedros:
dos triedros son congruentes si tienen dos caras (fajas) y el diedro comprendido respectivamente congruentes.
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Circunferencia, oriciclo, esfera, orisfera

Vamos ahora a conocer una definicién de circunferencia alejada de la habitual, que tiene como
interesante ingrediente el hecho de que la curva se determina a partir de un punto cualquier de ella.
Esto seguramente a mas de uno le hara plantearse una pregunta filoséfica: ;generar una curva a

partir de uno de sus puntos, pero cdmo, si atin no se ha generado, contamos con uno de sus puntos
como dato? Afortunadamente, somos matematicos™.

Considérese un haz de rectas propio de centro O, y un punto P cualquiera del plano, distinto de O.

Se llama circunferencia de centro O y radio OP, al conjunto de todos los puntos del plano simétricos de
P respecto de cada una de las rectas del haz".

sEpEmEmenphgunng>

.

>

(Fig. 113) Circunferencia definida a partir de P.

En la Fig. 113 trazamos el punto Py las rectas g, 7, s y t, del haz de centro O. Los puntos Q, R, Sy T,
son los simétricos de P respecto de esas rectas. Considerando las infinitas rectas del haz se obtiene
la circunferencia completa. Las mediatrices de sus cuerdas se cortan en O, a distancia finita.

Si “mantenemos” la definicién, mas refiriéndonos a un haz impropio de centro Q, se obtiene una

curva que denominamos oriciclo” (Fig. 114). Su radio P2 tiene longitud infinita. Las mediatrices de
la cuerdas concurren en Q.

Q

(Fig. 114) Oriciclo definido a partir de P.

10 Permitaseme este toque de humor, y le dejo el problema a los amigos filésofos.
11 Setrata de una simetria axial. Recuérdese que también existe la simetria central.

12 En algunos textos figura horiciclo u horociclo.
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Ahora pasemos al espacio. Con definicién anéloga a la de circunferencia, pero considerando una
radiacién propia en vez de un haz, resulta caracterizada la superficie esférica®. Podemos también defi-
nirla como la superficie de revolucién generada por la rotacion de la circunferencia en torno a uno
de sus diametros.

Finalmente, y también en el espacio, si cambiamos la radiacién propia por una impropia, o bien si
hacemos girar el oriciclo alrededor de uno de sus radios, queda definida la superficie que llamamos
orisfera (Fig. 115).

0

(Fig. 115) La orisfera. Sobre ella, el oriciclo que pasa por P, Q, Ry S.

El caso euclidiano

Hemos transitado hasta aqui una teoria del paralelismo general. Sus proposiciones son amplias en
el sentido de que no abarcan una tinica posibilidad, tal como se dijo respecto del angulo de para-
lelismo, que podria ser agudo o recto, o del angulo exterior de un trilatero, que podria ser mayor o
igual que el interno opuesto.

Ahora bien: asumiendo, posteriormente a esta teoria, el Postulado de paralelismo de Euclides o
alguno equivalente a él, ciertas propiedades resultaran restringidas pues quedaran particulariza-
das, adoptando las caracteristicas que exhiben en la geometria euclidiana. En concreto, se tendrj,
por ejemplo:

- Las dos paralelas coinciden en una sola.
- El angulo de paralelismo es recto.
- La distancia entre dos paralelas es constante, y el enunciado “a distancias de paralelismo iguales co-

rresponden dngulos de paralelismo iguales” se mantiene valido pero de manera trivial, ya que el angulo
de paralelismo también es constante. Se ve con claridad por qué no es verdadero el reciproco de ese

13 Asi como circunferencia y circulo son objetos diferentes, no debe confundirse superficie esférica con
esfera, aunque a veces por abuso de lenguaje o porque el contexto nos exime de confusiones, llamamos
esfera a su superficie (tal como en el titulo de esta seccion). Podemos también distinguir entre orisfera y
superficie orisférica.
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enunciado en el caso general; en efecto, si a angulos iguales correspondieran distancias iguales, las
distancias entre todas las paralelas seria la misma.

- Los sentidos de paralelismo se reducen a un tinico sentido.

- El 4ngulo exterior de un trilatero es igual al interno opuesto.

Para el caso euclidiano también obtenemos curiosas interpretaciones de la recta y el plano, en re-
lacion con el oriciclo y la orisfera. En efecto, aplicando la definicion de oriciclo en un haz impropio

euclidiano resulta una recta. Y la definicién de orisfera en una radiacién impropia euclidiana nos
conduce a un plano. Comparese la Fig. 116 con las Figuras 114 y 115, para el caso euclidiano.

P 0O 5

—

P g rHJ

0 ()

(Fig. 116) El oriciclo y la orisfera en el caso euclidiano.

El oriciclo y la orisfera pueden ser vistos como limites respectivos de circunferencia y esfera, cuan-
do el radio tiende a infinito. En el caso euclidiano, la recta y el plano serian la circunferencia y la
superficie esférica de radio infinito.

La geometria de la orisfera

Es posible establecer una relaciéon biunivoca entre cada punto de una orisfera de centro Q y la recta
que lo une con este punto impropio™. Este vinculo entre orisfera y radiacién impropia genera las
siguientes correspondencias entre objetos (Fig. 117):

(Fig. 117) Orisfera y radiacién impropia.

14 Se puede decir “la recta que lo proyecta desde Q”.
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- A cadarecta de la radiacion (por ejemplo, AQ) le corresponde un punto (A), y reciprocamente.

- A cada plano (como ABQ), un oriciclo (AB).

- A cada faja [digamos (rs)], un segmento oriciclico (E)

- A cada diedro (como el trs, de arista r), un dngulo oriciclico (ZCAB).

- A cada triedro [digamos el de caras (rs), (st) y (tr)], un tridngulo oriciclico (ABC).

Esta notable correspondencia nos permite enunciar proposiciones de la geometria en la orisfera, a

partir de otras de la radiaciéon impropia. Por ejemplo:

Geometria de la radiacion

Geometria de la orisfera

Dos rectas de la radiacion pertenecen a un tinico plano.

Dos puntos de la orisfera pertenecen a un tinico oriciclo.

Las rectas de la radiacién que estdn en un plano pue-
den ordenarse seqtin dos ordenamienos naturales.

Los puntos de un oriciclo pueden ordenarse segtin
dos ordenamientos naturales.

Un plano de la radiacion divide a esta en dos regio-
nes, de modo que dos rectas de regiones distintas de-
terminan un plano que corta a aquél, y dos rectas de
una misma region determinan un plano que no corta
a aquel plano.

Un oriciclo divide a la orisfera en dos regiones, de
manera que dos puntos de regiones distintas deter-
minan un segmento oriciclico que corta a aquél, y dos
puntos de una misma region determinan un segmen-
to oriciclico que no corta a aquel oriciclo®.

Sobre la congruencia en la orifera, diremos que dos segmentos, angulos o triangulos oriciclicos, son
congruentes, si lo son sus correspondientes fajas, diedros o triedros.

En relacién con el paralelismo, dos oriciclos son paralelos si no tienen un punto en comun. Analice-

mos ahora la siguiente tabla.

Geometria plana euclidiana

Geometria de la radiacién impropia

Geometria orisférica

Por un punto exterior a una
recta pasa una tnica recta pa-
ralela a ella.

Por una recta que no corta a un plano
pasa un tinico plano paralelo a él.

Por un punto exterior a un ori-
ciclo pasa un tnico oriciclo
paralelo a él.

Esto nos esta mostrando una completa analogia entre las tres geometrias. En particular, la trigo-
nometria ordinaria del plano euclidiano es valida en la orisfera. Aqui se nos ilustra sobre la posi-
bilidad de interpretar de diversas maneras los entes primitivos (véase cap. 5, pag. 77) y de construir
diferentes modelos para un mismo conjunto de axiomas.

c Estaesla version orisférica del axioma de la separacion del plano por una de sus rectas.
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La opcion por una geometria

Luego de la teoria general del paralelismo que se ha esbozado brevemente, el desarrollo de la geo-
metria prosigue con la adopcién libre de algtin postulado de paralelismo.

Eligiendo el postulado de paralelismo de Euclides que, en la version de Playfair, es: por un punto exterior
a una recta pasa en su plano una unica paralela a ella, resultara la geometria euclidiana o parabdlica.
Como dijimos antes, nuestras dos paralelas del comienzo de este tema se convertiran en una sola,
el angulo de paralelismo sera recto, el angulo exterior del trilatero sera igual al interno opuesto y
las paralelas seran equidistantes.

Adoptando el postulado de Lobachevski: por un punto exterior a una recta pasan en su plano exactamente
dos paralelas a ella, se obtendra la geometria hiperbdlica, o de Gauss, Lobachevski y Bolyai. Las dos
paralelas del inicio seran precisamente dos, el angulo de paralelismo sera agudo y las paralelas
tendran un comportamiento asintético.

Una tercera posibilidad es negar la existencia de paralelas, es decir, si se asume que todas las rectas
de un plano se cortan entre si, se habra admitido el postulado de Riemann y se accedera a la geometria
eliptica o de Riemann. Los angulos de los tridngulos sumaran maés de dos rectos, las rectas seran
finitas en extension y no sera tnica la perpendicular a una recta por un punto.
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[Capitulo 10]

Breve paseo por la geometria
hiperbdlica (o de Gauss,
Lobachevski y Bolyai... y Saccheri)

Unos pocos detalles historicos

... he descubierto cosas tan hermosas, que me he quedado sorprendido con ellas y se de-
beria lamentar por siempre que se hubiesen perdido. Cuando las veais, lo reconoceréis vos
mismo. Entre tanto no puedo decir més que esto: he creado de la nada un nuevo universo
(Bonola, 1945: 103)".

Son abundantes los pormenores histéricos de la gestacién y desarrollo de las geometrias no eucli-
dianas y no me ocuparé aqui de ellos. Sin embargo, no estara de mas comentar unos pocos detalles

En 1792 Gauss inicié unas reflexiones sobre el problema del Postulado, e intent6 demostrarlo a
partir de suponer su falsedad. En una primera etapa de vacilacién sobre lo que estaba “viendo”,
escribié en 1799 una carta a W. Bolyai, donde afirmé:

... mis trabajos estan ya muy adelantados; pero el camino por el que he penetrado no con-
duce al fin que se persigue..., sino que mas bien conduce a poner en duda la existencia de
la Geometria. He llegado, es verdad, a muchas cosas, que para la mayoria de los hombres
constituirian una demostracién valida; pero que, en mi opinién, no prueban, por decirlo
asi, NADA... (Bonola, 1945: 76).

No obstante, a partir de 1813, en una segunda etapa donde ya se habia convencido de la existencia
v ia, » i .

de una nueva geometria, comenzd Gauss a desarrollar teoremas, sin publicar nada del asunto por

temor al “griterio de los beocios™.

1 J.Bolyai, carta a su padre del 3 de noviembre de 1823.

2 Seguiremos aqui a (Bonola, 1945: cap. III). Aunque en un modo divulgativo, este libro trata minuciosa-
mente el origen y avance de las geometrias no euclidianas.

3 Es decir, la incomprension y protesta de quienes no aceptarian los extrafios resultados obtenidos. Es
curioso el origen de la palabra “beocio”, que significa “ignorante, estiipido, tonto”, pero también “natural
de Beocia; perteneciente o relativo a esta regién de la Grecia antigua” (DLE), jporque los griegos trataban
de tontos a los habitantes de Beocia! Sucede lo mismo con el vocablo “lacénico”, en relacién con los ha-
bitantes de la region de Laconia, caracterizados por su parquedad en el hablar.
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Hace algunas semanas [en 1831] he comenzado a escribir algunos resultados de mis medi-
taciones sobre este asunto, que se remontan en parte a cuarenta aios, y de las cuales nada
habia redactado, lo que me ha obligado tres o cuatro veces a empezar de nuevo toda la labor
en mi cabeza. No quisiera, sin embargo, que todo esto pereciese conmigo (Bonola, 1945: 78)*.

Por razones que no cabe explicar aqui, Gauss denominé a la nueva rama “geometria anti-euclidia-
na”, luego “astral” y finalmente “no euclidiana”.

De manera independiente, el ruso Nicolas Ivanovich Lobachevski, en 1815 ya estaba trabajando so-
bre el problema de demostrar el axioma de las paralelas. Luego, hacia 1823, comenz6 a desarrollar
una geometria independiente de él. Después de varias obras previas, tales como Geometria imagina-
ria (1835), Nuevos fundamentos de la Geometria con una completa teoria de las paralelas (1835-1838), y otras,

en 1855, un ano antes de su muerte, ya ciego, dict6 y publicd, en lengua rusa y francesa, una
exposiciéon completa de su sistema geométrico bajo el titulo “Pangeometria o tratado de
Geometria basado en una teoria general y rigurosa de las paralelas” (Bonola, 1945: 92).

El tercer matematico involucrado en el desarrollo inicial de la geometria hiperbdlica, Janos Bolyai,
se ocupo de la teoria de las paralelas entre 1817 y 1822, durante su permanencia en la Real Academia
de Ingenieros en Viena. A partir de 1823 profundizé sus investigaciones y en 1831 publico, como
apéndice de una obra de su padre, su Ciencia absoluta del espacio’. Este trabajo fue enviado a Gauss
por Wolfgang Bolyai, quien recibié esta sorprendente respuesta:

Si empiezo diciendo que no puedo elogiar este trabajo, tu quedaras, ciertamente, por un
instante maravillado; pero no puedo decir otra cosa; alabarlo seria alabarme a mi mismo.
En efecto, todo el contenido de la obra, el camino trazado por tu hijo, los resultados a que
llegd, coinciden casi enteramente con mis meditaciones, que han ocupado en parte mi men-
te de treinta a treinta y cinco afios a esta parte. Asi, me quedé completamente estupefacto.
En cuanto a mi trabajo personal, del cual, hasta aqui, he confiado bien poco al papel, era mi
intencién no dejar que se publicase nada durante mi vida. En efecto, la mayor parte de los
hombres no tienen ideas claras sobre las cuestiones de que se habla, y yo me he encontrado
muy pocas personas que prestasen un especial interés a lo que les comuniqué sobre tal
asunto. Para poder tener este interés se necesita ante todo haber sentido muy vivamente lo
que esencialmente falta, y sobre esta materia casi todos estan en una completa oscuridad.
Al contrario, era mi idea escribir, con el tiempo, todo esto, para que al menos no pereciese
conmigo. Y asi es para mi una agradable sorpresa ver que esta fatiga puede serme evitada
ahora, y estoy sumamente contento de que sea precisamente el hijo de mi viejo amigo quien
me haya precedido de un modo tan notable (Bonola, 1945: 104).

Es comprensible que esto no le cayé muy bien a Janos, quien siempre considerd poco simpatico al
Princeps Matematicorum?®.

4 De una carta de Gauss al astrénomo y matematico aleman Heinrich C. Schumacher (1780-1850).

5 El extenso titulo completo en latin (al antiguo estilo) es: Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens:
a veritate aut falsitate Axiomatis XI. Euclidei, a priori haud unquam decidenda, independentem: adjecta ad casum
falsitatis quadratura circuli geometrica (Bonola, 1945: 104). Notese la referencia al Postulado V como Axioma
XI, ya que asi figuraba en algunas ediciones de Elementos.

6 Véaselanota 2 del cap. 9.
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El paralelismo hiperbdlico

Se dijo que una via de entrada a la geometria hiperbdlica es la aceptacion del axioma de Lobachevski:
por un punto exterior a una recta pasan en su plano exactamente dos paralelas a ella (véase cap. 9, pag. 174).

No es la tinica manera de acceder. Admitiendo cualquier postulado equivalente al citado, nos me-
temos en esa especialidad, como le pas6 a Saccheri quien, sin saberlo, comenzé a “hacer geometria
hiperbélica” con la adopcién de la hipotesis del angulo agudo, que bien podriamos llamar “postu-
lado de Saccheri”.

(Fig. 118)

La Fig. 118 muestra las dos paralelas, AX y AW, a una recta r. Recuérdese el sentido del paralelismo,
por lo que escribimos AX // BX’y no AX // X’B ni XA // BX". También, AW // BW".

Al estar prohibido por el axioma que las paralelas coincidan, resulta que los angulos de paralelismo
ZBAX = oy ZBAW = o’ son necesariamente agudos. Un angulo de paralelismo aqui no puede ser
obtuso pues habria una semirrecta interior a él (como la perpendicular a AB por A), que no cortaria
ar, violando la condicién necesaria y suficiente de paralelismo, expuesta en el cap. 9, pag. 158. Toda
recta como r, interior al &ngulo de paralelismo’, corta necesariamente a r. Por otra parte, rectas
como r, no encuentran a r. Llamaremos a r, ultraparalela a *. Ya que por un punto pasan dos para-
lelas a una recta r dada, hay dos haces impropios distintos a los que pertenecen, respectivamente, r
y cada una de sus paralelas.

Mientras que la recta euclidiana tiene un punto impropio o punto en el infinito (por tener un tinico
sentido de paralelismo), la recta hiperbdlica tiene dos puntos impropios.

Dos teoremas vinculados con paralelas se exponen a continuacion:

Teorema: si dos paralelas AX, BX’ son cortadas por una transversal PQ, los angulos conjugados in-
ternos suman menos de 2R.

7  Esun abuso de lenguaje. En rigor solamente una parte de dicha recta es interior al angulo.

8 En algunos textos se llama paralelas a todas las rectas que no cortan a r (infinitas) y paralela critica a AX.
En otros, se llama paralelas divergentes a las primeras y convergentes a las segundas.
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(Fig. 119)

Demostracion: (Fig. 119) ndtese que si uno de los &ngulos conjugados internos es recto, el otro es angu-
lo de paralelismo, siendo obligatorio que sea agudo. En este caso la suma de ambos es menor que 2R.

Supongamos ahora una transversal cualquiera PQ y que

ZQPX + ZPQX’ = 2R.

Sea M el punto medio de PQ. Por M se traza MB 1 BX', que corta a PX en A. El angulo ZMQB es
igual al ZAPM, por tener el mismo suplemento ZMPX. De aqui resulta, por criterio ALA, que los
tridangulos APM y MBQ son congruentes. Luego se tiene que ZMAP = ZMBQ = 1R: absurdo pues
ZMAP es agudo por ser angulo de paralelismo.

Luego ZQPX + ZPQX’ < 2R.

Una importante consecuencia de este teorema es:

Corolario: las paralelas hiperbdlicas no admiten perpendicular comun.

Teorema: la distancia entre paralelas decrece en el sentido del paralelismo. (Las paralelas se apro-
xXiman asintOticamente entre si).

.l'i
e H _.-'ir

(Fig. 120)

Demostracion: En la Fig. 120 sean AX // BX, con el sentido de paralelismo hacia la derecha. Se tra-
zan los segmentos AB L BX'y A'B' 1 BX'.

Si AB = A'B’ el cuadrilatero ABBA’ es birrectangulo isosceles y podemos recurrir sorprendente-
mente a las Proposiciones I 'y II de Saccheri (véase cap. 8, pag. 131), concluyendo que existe un seg-
mento HM perpendicular a ambas paralelas?, lo que contradice el corolario del teorema anterior.

9 Recuérdese que tanto M como H son puntos medios de las bases del cuadrilatero.
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SiAB < A'B’ existe Ken A'B’ tal que AB = KB'. Por el mismo razonamiento anterior hay ahora un
segmento JM perpendicular a BX’y a AK (de AK ] es punto medio), pero entonces AK no cortaria a
BX’ (pues dos perpendiculares a una misma recta no se encuentran). Esto contradice que AK debe
cortar a BX” por ser AX // BX". Listo.

Trilateros

Teorema: un angulo exterior de un trilatero es mayor que el angulo interno opuesto®.

J‘i

C M

(Fig. 121)
Demostracion: (Fig. 121). En el trilatero ABQ sea el dngulo exterior ZCBQ.
Trazamos BM tal que ZCBM = ZBAQ. Como estos son angulos correspondientes respecto de AB,
iguales, las rectas AQ y BM no se cortan (Euclides 1.28)". Esto implica que determinan con AB angu-
los conjugados suplementarios y de aqui resulta que BM sera interior al ZCBQ.
Luego ZBAQ = ZCBM < ZCBQ.
Otra demostracion, més simple, es la siguiente:
ZBAQ + ZABQ < 2R (ya demostrado) y

ZCBQ + ZABQ = 2R por ser adyacentes. De estas dos relaciones resulta que ZBAQ < ZCBQ.

El teorema también se cumple para los angulos exteriores cuyo interior opuesto es el angulo nulo
de vértice Q.

Teorema: si dos trilateros tienen congruentes sus angulos propios, son congruentes.

10 En algunos textos los trilateros hiperbélicos son llamados tridngulos asintéticos.

11 Las proposiciones de Euclides .27 y 1.28 sobre rectas coplanares que no se encuentran cuando, al ser
cortadas por una transversal, forman dngulos alternos congruentes, correspondientes congruentes o con-
jugados suplementarios, son independientes del Postulado V de paralelismo. Recuérdese que el alejan-
drino recién apela al Postulado V en 1.29.
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(Fig. 122)
Demostracion: (Fig. 122). Sean los trilateros ABQ y AB'Q.

SiA = A"y B = B’, solo falta demostrar que AB = A’B’ para que los trilateros resulten congruentes
(véase cap. 9, pag. 166, teorema 4).

Supdngase que AB > A'B’. Se toma en AB un punto C tal que AC = A'B/, y se une C con Q. Resulta
asi el trilatero ACQ, congruente con el AB'Q. De esta congruencia surge que ZACQ = B'. Pero B’ = B,
por hipétesis; resulta entonces ZACQ = B (en la figura hemos marcado estos angulos con puntos).
Y ahora jatencién! Esto implica que en el trilatero BCQ se tiene un angulo exterior igual al interno

opuesto, lo que entra en conflicto con el teorema anterior. Luego no es cierto que AB > A'B’.

Analogamente se razona para el caso AB < A'B’y el teorema queda demostrado.

Regreso a los cuadrilateros birrectangulos is6sceles

Siempre les digo a mis alumnos que, al llegar a este punto, van a contemplar la belleza de la ma-
tematica, expresada, esta vez, en su coherencia interna. Los invito a estudiar atentamente el teore-
ma siguiente:

Teorema: sea ABCD un cuadrilatero birrectangulo isosceles, con Ay Brectosy AD = BC. Los 4ngu-
los € y D son iguales y agudos.

D C

A B
(Fig. 123) La HAA demostrada

Demostracion: (Fig. 123). No nos detendremos a demostrar ¢ =D, ya que esta prueba esta en el
teorema de Saccheri, Proposicion I (véase cap. 8, pag. 131).

Construimos los trilateros ADQ y BCQ (esto podria decirse también asi: trazamos por D y C las pa-
ralelas a AB en el sentido de A a B). Estos trilateros rectangulos son congruentes ya que T = 2, por

ser angulos de paralelismo correspondiente a las distancias iguales AD y BC.

Unimos C con el punto impropio Q’ de DC en el sentido DC. Nétese que como DC no es paralela a
AB, los puntos impropios “hacia la derecha” son distintos.
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Nos enfocamos ahora en el trilatero DCQ (el delgadito). Tenemos que 4 > 3, por ser angulo ex-
terior. Luego T + 3 < 2 + 4. Pero de la primera parte de este teorema es 1 + 3 = 5, por lo tanto,

5<24+4.

Sy (2 + 4) son adyacentes y por lo tanto suplementarios. Entonces de (*) surge que 5 debe ser agu-
do, al igual que su compariero, congruente con él, (T + 3).

Como dije al principio de esta seccién, tenemos aqui “en vivo”, un toque de belleza matematica. Me
refiero a lo siguiente:

- Al estudiar la obra de G. Saccheri vimos cémo él, asumiendo la hipotesis del angulo agudo, o sea
aceptando sin demostracién que los dngulos no rectos del cuadrilatero birrectangulo is6sceles son
agudos (postulado de Saccheri), obtuvo como consecuencia la existencia de las rectas asintdticas, es
decir, las paralelas hiperbélicas.

- Nosotros, en esta parte de nuestro itinerario procedimos a la inversa. Asumimos el postulado de
Lobachevski, referido naturalmente a las rectas asintdticas, para obtener como consecuencia que
en un cuadrilatero birrectangulo isosceles los dngulos no rectos son agudos.

Esto deja expuesto y aclarado admirablemente lo ya dicho sobre un enunciado matematico: que
puede ser axioma o teorema, segiin el ordenamiento dado al sistema axiomaético, a la teoria. Una

sutil belleza. Valen la pena el esfuerzo y el estudio que nos permiten degustarla.

Un corolario del teorema anterior, que no demostraremos, es que en un cuadrildtero trirrectdngulo, el
cuarto dngulo es agudo.

Suma de angulos de triangulos y poligonos

Teorema: en un triangulo rectangulo la suma de los dngulos interiores es menor que dos rectos.

C P D

M

Q\

B

-I'.i

(Fig. 124)

Demostracion: (Fig. 124). El tridngulo BAC es rectangulo en A. Se construye el ZBCD = ZABC. Por el
punto medio M de BC se dibuja PQ L AB.

Los tridngulos CPM y BQM son congruentes por criterio ALA; de aqui resulta que ZCPQ =1Ry que
el AQPC es trirrectangulo, con el &ngulo en C agudo, por el corolario del teorema anterior.
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Por lo tanto, en el BAC tenemos:
A+ B+ ¢=1R+ZABC+ ZACB=1R + ZBCD + ZACB = 1R + € (del AQPC) < 2R.

Como cualquier triangulo puede dividirse en triangulos rectangulos, se generaliza este resultado a
todos los tridngulos. Esto, a su vez, provoca que

S.<2R(n-2)yS,> 4R.

siendo S, (S ) la suma de angulos interiores (exteriores) de un poligono de n lados.

Digresion al paso: Suma de angulos de poligonos

Traigo a colacién aqui un asunto elemental no siempre tratado con algtin detalle en la geometria
elemental, referido a la suma de los angulos, interiores o exteriores, de un poligono. Por lo general
el anélisis se limita a los poligonos convexos. Para ellos no hay mucho que decir, porque si son n
sus lados se tiene que S, = 2R(n — 2) (n = nimero natural mayor que 2) y S = 4R. (Me mantendré en la
geometria euclidiana porque en este comentario no es esencial en cual geometria nos ubiquemos).

Hagamos una pregunta: ;como deben “pensarse” esas sumas de angulos? Una manera es hacerlo
“graficamente”, o sea, adicionando dngulos consecutivos en un dibujo. Otro modo es concebirlas
« : » : : ’ . .

algebraicamente”, es decir sumando amplitudes o valores angulares. Veremos que esta tiltima in-
terpretacion es la mas coherente y general.

La férmula S, = 2R(n - 2) puede usarse desde n = 3 para poligonos convexos y desde n = 4 para conca-
vos, arrojando infinitos valores para los infinitos valores de n. Sin embargo, pensando en una suma
de angulos consecutivos construida en un papel, solo es posible graficar hasta el cason = 4 (S,= 4R =
360°) para poligonos convexos o concavos, pues el plano se completa con 360° y no es factible cons-
truir un angulo de amplitud mayor”. Véase la Fig. 125, donde se suman de esta manera los angulos
interiores de dos cuadrilateros, uno convexo y otro codncavo.

(Fig. 125)

12 No incluyo en esta discusién los angulos tal como son concebidos en trigonometria, con amplitudes (po-
sitivas o negativas) que pueden tomar cualquier valor real. En este contexto un 4ngulo mayor a 360° tiene
mas de “un giro” en sentido positivo (antihorario).
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Respecto de las sumas de angulos exteriores, al ser igual a 4R, como indica la férmula euclidiana, de-
beria poder cubrirse el plano con los angulos exteriores dibujados consecutivamente. Mas esto solo
es cierto para los poligonos convexos (Fig. 126). He destacado los angulos como porciones de plano y
le agregué un borde ondulado para reforzar esta idea y ver claramente coémo se cubre todo el plano.

Err

(Fig. 126)

Noétese ahora en la Fig. 127 que no es posible hacer esto en un poligono céncavo. En efecto, en la
zona del angulo concavo no se puede trazar el angulo exterior con igual criterio con que se dibuja-
ron los otros (fijese bien usted) y no se comprende bien entonces qué significa que S, = 4R.

(Fig. 127)

Las particularidades puestas aqui en evidencia pueden evitarse y cobran sentido si, con mas gene-
ralidad, consideramos angulos orientados y con posibilidad de que su suma mida mds de 360° (= un
giro = 4R), tal como se los asume en la trigonometria. Recuérdese que los dngulos cuyo sentido es
horario (es decir, coincidente con el movimiento de las agujas del reloj®) se consideran negativos, y
positivos, naturalmente, los de sentido contrario.

El angulo exterior en un vértice se define como “el adyacente del interior correspondiente a dicho vér-
tice”. Por ende, resulta que los 4ngulos interior y exterior son suplementarios. Esto se mantiene para
los angulos concavos porque, aunque su amplitud supera a 180°, sus adyacentes son negativos y la su-
plementariedad se conserva. Veamos unos ejemplos simples con angulos “faciles de ver” en la Fig. 128.

(Fig. 128)

13 Siempre y cuando el reloj tenga agujas!
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En el trapecio XYWZ, la S, es la de cuatro 4ngulos positivos, con resultado 360°. Los angulos inte-
riores también son todos positivos (no se dibujaron los arcos) y S. = 360°. En el heptagono céncavo
PQRSTUYV (se han marcado con asterisco dos angulos de -60°) tenemos que

S,=90° +90° + 90° + 90° + (—60°) + 120° + (-60°) = 360° y
S,=90° +90° + 90° + 90° + 240° + 60° + 240° = 9004,
este ultimo valor coincide con el que arroja la formula 2R(n —2) conn =7.

Noétese que el arco orientado del angulo, a fin de determinar su signo, va siempre desde la prolon-
gacién del lado del poligono hasta el otro lado del mismo, que determina el 4ngulo. Asi, queda bien
sentado que los adyacentes de los angulos concavos son negativos.

Una comparacidn intuitiva, util incluso para evocar en la ensefianza de este tema, es la siguiente:
considérese una manzana de una ciudad, que tiene la forma del trapecio XYWZ de la Fig. 128. La le-
tra C representa una casa, de la cual sale un sefior para caminar y completar la vuelta completa a la
manzana. ;Cual es el angulo total que describe desde que parte hasta su llegada? Supongamos que
sale de C hacia X. En su posicién inicial el sefior mira hacia X. Camina entonces por la vereda CX
hasta llegar a X, entonces gira 120°. Contintia por XY hasta Yy en esa esquina gira 60°. Luego toma
la vereda YW hasta W, gira otros 60°, recorre WZ hasta alcanzar Z, gira 120° y, finalmente, llega por
ZC hasta su casa. Notese que el caminante quedo en idéntica posicion a la que tenia cuando parti6,
es decir, mirando hacia X. Esto equivale a haber girado 360°, y este valor es, en efecto, la suma de los
angulos exteriores segtn los cuales él fue rotando en su recorrido. Se comprende facilmente que
esta conclusién es independiente de la forma poligonal de la manzana (convexa o céncava) y de la
cantidad de lados-vereda que tenga.

El defecto o deficiencia angular de un poligono

Luego del reciente recreo angular euclidiano volvamos a la geometria hiperbélica. Dado que en un
poligono convexo de n lados es S; < 2R(n — 2), la diferencia

§=2Rn-2)-S5;
es un numero positivo que recibe el nombre de defecto angular (o deficiencia angular) del poligono.
Ademas de la caracteristica mencionada de ser § > 0, el defecto posee otra llamativa propiedad que

pasaremos a ver en seguida.

Sea P un poligono; dividdmoslo mediante un segmento KL en dos poligonos P yP talesqueP UP =P
yque P NP = KL. Hay tres maneras de hacer esta division, segtin que (Fig. 129):

a) Ky L sean dos vértices no consecutivos de P;

14 Elvalor del angulo interior concavo en T proviene del calculo 180° — (-60°) = 240°. Los dngulos de 240° y
—60° son suplementarios.
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b) K sea un vértice y L un punto de un lado que no contenga a K;

¢) Ky L sean dos puntos (no vértices) de dos lados cualesquiera.

() (k] fcl

(Fig. 129)
Teorema: la suma de los defectos de los poligonos-parte es igual al defecto del poligono completo.
Demostracion: sean S, S y S, las sumas de angulos interiores de P, P y P, respectivamente. Ade-
mas, sean n, n y n , el nimero de lados de esos poligonos. Entonces sus deficiencias respectivas, 9,
3,y0, son:
§ =2R(n—2) -5, (1)
81 =2R(ng —2) — 54, (2)
8, = 2R(nz — 2) — $5.3)
Sumando miembro a miembro (2) y (3) obtenemos:
801+, =2R(ny —2) =851 +2R(n, —2) =S, =2R(ny +ny —4) — (51 + 5,)- (4)
Observamos ahora, en la situacion (a) de la Fig. 129 que:
-n +n_ =n+2 (pues contamos el lado KL dos veces).
-§+5 =S,
Reemplazando estas igualdades en (4) nos da:
6i+6,=2R(n+2—-4)—-S5;=2R(n—-2)—-S; =6.
En la situacidn (b) se tiene:
-n+n =n+3,
-8 +8,=S, + 2R (nétese que se adicioné un par de angulos adyacentes de vértice L).

Nuevamente, si reemplazamos en (4):

8§, +68, =2R(n+3—-4)—(S;+2R) =2R(n—1) - S; —2R =2R(n — 2) — S; = 6.
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Finalmente, en (c) tenemos:

-n AN =1+ 4,

-§+8, =5 +4R

Y en (4):

6,+6,=2Rn+4—-4)—(S;+4R) =2Rn—S;, —4R =2R(n—2) — §; = 6.

El teorema queda, por lo tanto, demostrado. En seguida veremos una importante consecuencia de
este teorema.

La funcion de areay el defecto angular como area

Durante nuestra formacién matemaética elemental, el area de las figuras es un concepto que asu-
mimos natural e intuitivamente, sin hacernos demasiadas preguntas. A veces dudamos sobre la
diferencia entre drea y superficie®. Sin embargo, es un tema que tiene su fundamentacién®.

Podemos pensar en el area como una funcién A establecida entre un conjunto R de regiones y el
conjunto R de los nameros reales,

A:R—>R,
que cumple con estos dos importantes requisitos:

- Sea G < R una regidn, entonces A(G) > o. Es decir que la funcién le asigna a cualquier region un
nimero positivo que para nosotros es el area de G.

-Siunaregion G=G UG, U...U G, conG, (i=1, ..., k) regiones disjuntas entre si, o que solo com-
parten partes de sus bordes, entonces A(G) = A(G) + A(G)) + ... + A(G)). Esta es la propiedad de adi-
tividad del drea: el area de una figura es igual a la suma de las areas de las partes que la conforman.

Cualquier funcién que cumpla estas condiciones puede usarse para definir el area. Estos requisitos
son satisfechos por la deficiencia angular, como se vio anteriormente en este capitulo. Luego, en la
geometria hiperbolica podemos adoptar para una regioén poligonal convexa G, cuya deficiencia es 8 :

AG)=3,,

esto es, el drea de G es igual a su defecto angular. Pero mejor diremos que el area es proporcional al
defecto angular:

15 La superficie se expresa con un niimero y una unidad (ej. 2 m?). El area es la medida de la superficie; es
un namero sin unidad pues es el cociente de la cantidad de superficie dividida por la unidad adoptada
(ej.2 m*1m?*=2).

16 No dedicaré espacio a la teoria del area. Puede verse (Moise, 1974: caps. 13 y 14).
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AG)=c3,,

donde c es una constante positiva de proporcionalidad. Si bien G es una regién poligonal convexa,
aceptaremos que cualquier regién, sin importar su forma, puede aproximarse mediante la unién
de suficientes poligonos convexos que cumplan la condicién II citada anteriormente, incluso en
regiones de bordes curvos que haya que aproximar por procedimientos del calculo integral.

La teoria de la semejanza... jabolida!

De lo anterior se extrae una consecuencia fundamental: dado que el defecto angular depende de
la suma de angulos interiores S, el 4rea también depende de dicha suma. Entonces, dos poligonos
con la misma S, tienen la misma area. Es imposible, por lo tanto, en esta geometria, que haya dos
poligonos de igual forma y distinto tamano (semejantes), pues la igualdad de angulos implica la
igualdad de area. {Toda semejanza es, necesariamente, una congruencial

Podemos recordar aqui la falsa demostracion de Wallis del Postulado V, basada en la construccién
de un triangulo semejante a otro dado (véase cap. 7, pag. 118) y, ifinalmente!, entender por qué la
prueba es falsa. (jEs emocionante descubrir un “por qué”l).

En la geometria hiperbdlica no existen los modelos a escala. No podriamos construir, por ejemplo,
maquetas representativas de objetos mayores, ni mapas. Tampoco seria posible pedir en una foto-
copiadora del mundo hiperbélico que nos hagan una reduccién o ampliacion de un original.

Unos trilateros especiales

Ya se ha dicho algo de trilateros, como el “asintético” ABQ (Fig. 130), determinado al unir con un
segmento dos puntos A y B de dos paralelas. Puede el lector revisar sus elementos constitutivos en
la tabla presentada en cap. 9, pag. 165. En ese mismo lugar del libro también se ha mencionado que
dos de estos trilateros con sus dngulos y lados propios, respectivamente iguales, son congruentes.
Sin embargo, aqui resulta innecesaria la condicion de la congruencia de los lados propios. En efec-
to, por lo dicho basta con que solo sean congruentes los dngulos.

A

B

(Fig. 130) Un trilatero asintético

La deficiencia de esta figuraes § = 2R — (A\ + B)
Un segundo tipo de trilatero es el QAQ’ (Fig. 131), que tiene solamente el vértice A y el angulo A
propios, mientras que sus restantes elementos son impropios. Para los lados se tiene que AQ // Q'Q

yAQ’ /] Q€Y. Se lo denomina “doblemente asintético”.
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E1QAQ’ puede dividirse en dos trilteros del tipo anterior con el segmento AB L Q()". La semirrecta
AB es la bisectriz de 4, por lo que esos trilateros son simétricos respecto de AB.

.
2

(Fig. 131) Un trilatero doblemente asintético
Los angulos ZBAQ 'y ZBACY son angulos de paralelismo con igual distancia de paralelismo. En geo-
metria hiperbdlica, como luego veremos, a iguales distancias de paralelismo corresponden iguales
angulos de paralelismo, y reciprocamente”. Por lo tanto, se demuestra facilmente que dos trilateros
como el QACQ) que tienen los angulos propios congruentes, son congruentes.

La deficiencia angular de esta figura es § = 2R — A.

Un tercer tipo de trilatero es el Q’Q”, un curioso objeto que “vemos” en la Fig. 132. Al trilatero
“triplemente asintdtico” lo forman tres rectas, paralelas mutuamente dos a dos, a saber:

QY /1 Y, Q[ Q°Q, QO [ Q.

Pbngase atencién en el sentido del paralelismo de cada par de paralelas, indicado mediante flechas.

N

2

¥/

N

= )

1

(Fig. 132) El trilatero limite

Esta figura tiene tres lados impropios: QQ’, QQ” y ’Q)”; tres vértices impropios: Q, 0’y Q”; y tres
angulos impropios: LQOY'Q”, ZQ’Qy LQ”QC. Dado que los dngulos impropios son nulos, jla
suma de dngulos interiores es cero! De esto surge que su defecto angular es 2R, el maximo valor po-
sible para cualquier trilatero. Dicho de otra manera: ningun trilatero puede superar en area a éste™.

Se comprueba facilmente que todos los trildteros de este tipo son congruentes. Para ello alcanza con trazar la
AQ perpendicular, por ejemplo, a (2’Q)” (en linea de puntos, Fig. 132). Esta semirrecta divide al QQ’Q)”,
en dos trilateros doblemente asintéticos, que son congruentes por tener ZQ’AQ = ZOQAQ” =1R.

Dado su caracter de trilatero de drea maxima, se lo denomina “trilatero limite”. Recordando ahora
el criterio de existencia visto en cap. 5. pag. 92, es oportuno reflexionar que la entidad de este objeto

17 Lo que no sucede en la geometria general del paralelismo ni en la euclidiana. Véase cap. 9, pag. 158

18 Es incorrecto decir que el trilatero limite es la figura de area méxima, dado que también existen en esta
geometria figuras mayores de las cuales los trilateros limite son parte.
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geométrico se debe a la adopcién del postulado de Lobachevski. En la geometria euclidiana, en
cambio, no hay restricciones para los tamanos de los tridngulos.

Los tres tipos de trilateros considerados tienen area finita. En algunos textos las rectas se “transfor-
man” en curvas, para apreciar mejor el caracter asintético de las rectas, y se los representa como se
muestra en la Fig. 133.

(Fig. 133)

Postulados equivalentes al V (segunda lista)

... si se pudiese demostrar la existencia posible de un tridngulo rectilineo, cuya 4rea fuese
mayor que toda area dada, entonces estaria en condiciones de demostrar con rigor perfecto
toda la Geometria (Bonola, 1945: 76)".

Ampliamos la lista de axiomas equivalentes al Postulado V dada en el cap. 7, en vistas de lo que
hemos aprendido hasta esta parte.

Ne Enunciado

p A ambos lados de una transversal que corta a dos paralelas, la situacién relativa al parale-
! lismo es simétrica.

P Es posible construir un triangulo semejante a otro.

P Por tres puntos no alineados pasa una tinica circunferencia.

P, La suma de 4ngulos interiores de un tridngulo es un valor constante.

p Dos rectas paralelas se mantienen equidistantes (o bien: el lugar geométrico de los puntos
5 equidistantes de una recta es otra recta).

P, Siuna recta corta a una de dos paralelas, corta necesariamente a la otra.

P Por un punto exterior a una recta pasa una tnica paralela a ella.

p Las proyecciones sobre una recta, de unos segmentos congruentes, de extremos sobre una
8 misma recta, son congruentes.

P No existen rectas asintoticas.
. Los angulos cuadrilatero de Saccheri son todos rectos.

P Existen los rectangulos.

19 Afirmacién que corresponde a Gauss. El gran matemaético pone en evidencia aqui una penetrante, madu-
ra y visionaria mirada geométrica.
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Los angulos conjugados internos entre paralelas son suplementarios.

Los angulos correspondientes entre paralelas son iguales.

El angulo de paralelismo es recto.

Existen tridngulos de area arbitraria.

Pueden establecerse variantes entre los postulados de la lista. Por ejemplo un enunciado alternativo para
P, es “existen figuras semejantes no congruentes”, o para P : “existen figuras de extension arbitraria”.

Como puede verse, esto resulta bastante interesante, en particular por las conexiones que se esta-
blecen entre temas tan diversos.

Distancia y angulo de paralelismo

En nuestro viaje de exploracion matematica a través del tiempo y del espacio hemos llegado
casi a insensibilizarnos a las generalizaciones y antinomias de cualquier tipo. Sin embargo,
por lo que respecta a las geometrias no euclidianas, quienes estan habituados a pasar por
encima de las peores antinomias llegan a la impaciencia y a la exasperacién. Efectivamente,
aqui entra en juego algo que se halla en contradiccién con el sentido comun, entendido no
s6lo como razdn, sino también como intuicién (Colerus, 1973: 154).

Consideremos una recta r y otra s, perpendicular a ella (Fig. 134). Por algunos puntos de s: P, Q, R, ...,
trazamos las paralelas a ¥ en un sentido: PC2, QQ, RQ), ... Los éﬁulo_sdﬂ)aralelismo respectivos son
ZAPQ, ZAQQ, ZARQ), ..., y las distancias de paralelismo son AP, AQ, AR, etcétera.

Se observa que AP < AQ < AR. ;Qué sucede en general con un angulo de paralelismo (cr) a me-
dida que su distancia de paralelismo (d) correspondiente aumenta o disminuye paulatinamente,
tendiendo a infinito o a cero?

(Fig. 134)
Siaplicamos el teorema del angulo exterior a los trilateros de la Fig. 134, se demuestra que los angu-
los%,2,3,...van aumentando de amplitud. Esto implica que sus adyacentes (que son, precisamente,
los angulos de paralelismo), van disminuyendo. Por lo tanto, parece que si la distancia de paralelismo

tiende a infinito, el dngulo de paralelismo tiende a o:

d->oo=a-0.
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Recorriendo la secuencia de 4ngulos en sentido inverso: 3,2,1,...,los angulos de paralelismo van
aumentando, pero como siempre se mantienen agudos resulta que, como todo parece indicar, su
limite es IR cuando la distancia tiende a o:

d—->0=>a - 1R.

Por lo dicho resulta que el angulo y la distancia de paralelismo estarian ligados por una relacion
funcional, es decir, @ = f(d). Cuél es esa funcion sera objeto de estudio posterior, como también la
confirmacién de lo que intuitivamente notamos en el breve analisis reciente.

Algunas proposiciones sobre el asunto son estas:

I) Para cualquier 4ngulo dado agudo & hay una distancia de paralelismo d determinada. Suponga-
mos que & fuese el ZAPQ de la Fig. 134. Entonces se traza por Q larectar L s (Gnica), que la corta en
A. La distancia de paralelismo correspondiente a & sera, entonces, AP. Esto significa que d = f “(cv).
IT) Para cualquier angulo no llano ni nulo f\} existe una y solo una recta r, paralela a sus dos lados

. . . ’ A 17 . O
(Fig. 135). Esto significa que para un angulo [ dado, el trilatero doblemente asintético que resulta
determinado es tinico (véase en este cap. pag. 188).

_—F ;

(Fig. 135)

ITI) Si dos rectas r y s se cortan, hay solo cuatro rectas paralelas a cada una de ellas. En la Fig. 136 se
aprecian las rectas p, y p, paralelas a s (con punto impropio €2) en uno de los semiplanos de borde r,
y p,y p, también paralelas a s (con punto impropio £Y'), en el otro semiplano de borde r*°.

(Fig. 136)

IV) Si dos rectas 7 y s son paralelas en un sentido, existe una y solo una recta t paralela a ambas e
interior a la faja que determinan. Las tres rectas determinan un trilatero limite (Fig. 137) (Bartrina y
Capella, 1908: 45).

20 (Sélo por cultura geométrica) recuérdese que los dos semiplanos de igual borde se dicen opuestos.
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o 5

(Fig. 137)

V) {Todas las fajas entre paralelas son congruentes! Vemos en la Fig. 138 las rectas r, s y t, tales que
r//s//t. Sea PM la distancia de paralelismo entre ry s desde el punto P. También lo sea P’M’ entre
tyrdesde P’. Es perfectamente posible que sea PM = P’M’y asi lo dibujamos?. Si a la faja (s) le apli-
camos una traslacién de manera que PM coincida con P'M’ resulta claro que (rs) = (tr). jEntonces,

dividiendo una faja en otras mediante paralelas a sus lados, ellas son congruentes entre siy con la
faja total! Uno no termina de sorprenderse.

I
P
5 [ ————
)
oA A
(Fig. 138)
Oriciclos

Ya estudiamos la definicion de este objeto en cap. 9, pag. 170 y, en la geometria euclidiana, lo identi-
ficamos con la recta. En la geometria que ahora nos ocupa, sin embargo, tenemos lo siguiente:

Teorema: tres puntos cualesquiera de un oriciclo no estan alineados.

\f B
4 M C

(Fig. 139)

Demostracion: sea un oriciclo de centro Q y los puntos A, B y C, cualesquiera pertenecientes a él

(Fig.139). A, By C, determinan las cuerdas AB, BC, AC.

21 Siusted ve que P'M' es mas largo que PM esta experimentando una ilusién éptica.
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Si M es punto medio de la cuerda AB y trazamos MQ, bisectriz de la faja que determinan AQ y BQ
, resulta ZQAB = ZQBA, por ser angulos de paralelismo correspondientes a las distancias iguales
AM y MB.

De manera analoga se prueba que ZQBC = ZQCBy que ZQAC = ZQCA.

;Qué sucederia si A, B y C, estuviesen alineados? Resultaria que, digamos, para el trilatero ABQ, se
tendria ZQAB = ZQBC. Esta es la ya demostrada imposible igualdad de un dngulo externo con el

interno opuesto.

Aqui se aclara la falla del intento de W. Bolyai del cap. 7; en efecto, por tres puntos no alineados no
necesariamente pasa una circunferencia, puede pasar un oriciclo de centro infinitamente alejado.

Teorema: en un oriciclo o en dos oriciclos cualesquiera, a cuerdas iguales corresponden arcos igua-
les, y reciprocamente.

C D C b
B B
/ /\ 7 /\
Q 0

Demostracién: partimos de que AB = A’B’ en los oriciclos que muestra la Fig. 140. Es posible asig-
nar a cualquier punto C del primer oriciclo, un punto C’ en el segundo oriciclo, tal que se cumpla

(Fig. 140)

la condicién de ser iguales los trilateros ACQ y A'C’Q’ (esta correspondencia es biunivoca, asi que
también se puede establecer desde el segundo oriciclo sobre el primero).

Si C y otro punto D son puntos del primer arco y sus correspondientes son C’y D’ en el segundo
arco, se demuestra que CD = C'D’. En efecto:

AC = A'C' (1) por la definicién de la correspondencia citada.

AD = A'D’ (2) por lo mismo.

Los triangulos ACD y AC’D’ son congruentes por criterio LLA, de (1), (2) y por ser ZACD = ZACD’
(ambos son suma de 4ngulos congruentes). De esta congruencia resulta CD = C'D’.

La igualdad de los arcos se demuestra aproximandolos por poligonales determinadas por puntos
correspondientes, cuyos segmentos constitutivos, en cantidad tendiente a infinito, posean longitud
que se aproxime a cero.

Analogamente se puede demostrar que dos oriciclos cualesquiera son congruentes entre si.

Los oriciclos concéntricos poseen algunas propiedades importantes. Consideremos dos oriciclos de

centro Q (Fig. 141).
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J-i ! J.:LI B C '

(Fig. 141)

Se establece una correspondencia biunivoca entre los puntos A y A, By B, Cy C), ... Resulta ademas,

AA' = BB', 1o que se demuestra en virtud de la simetria de los puntos de las rectas AA’y BB’ respecto
de la bisectriz M’Q de la faja que limitan. Diremos que dos arcos como (ABy (A’'B’son correspondientes®.

Puede demostrarse (no lo haremos) que los arcos de un oriciclo son proporcionales a los arcos co-
rrespondientes de cualquier oriciclo concéntrico (Bonola, 1921: 343). Por lo tanto podemos escribir:

(AB/(BC=(@B | (BC
o también
(AB/(AB’=(BC/ (BC’,

lo que nos esta diciendo que la razén entre arcos correspondientes en oriciclos concéntricos es constante.

(Fig. 142)

Suponemos que el valor de la razén entre arcos correspondientes es funcién de la distancia que
separa los oriciclos, por lo tanto podemos afirmar que (Fig. 142)

(AB | (AB’=f(x), (AB’| (A’B” = f(y). (1)

Y también que

(AB (A’B”=f(x +1). (2)

22 Permitaseme esa notacidén para los arcos.

[186]



Multiplicando miembro a miembro las razones (1) y de (2) resulta:

fefty) = fee +y). 3)

La funcién exponencial f(x) = a* (a > 0, a # 1) es continua y satisface la igualdad (3), asi que resulta
adecuada para expresar el valor de la relacién entre los arcos de oriciclos concéntricos. En particu-
lar, si se toma a = "%, siendo k un parametro de la geometria hiperbdlica?, resulta f(x) = e**.

Por razones que en breve se expondran, debe ser k > 0. Para aproximarnos a la idea de qué papel
juega este parametro, vamos ahora a suponer que la distancia entre oriciclos es un valor fijo (diga-
mos x = 1) y dibujemos la grafica de la funcidn f(k) = e’ (Fig. 143). El simbolo f(k) indica el valor de la
relacion entre arcos de oriciclo en funcién del parametro k, para distancia 1 entre oriciclos.

(Fig. 143)

Podemos percatarnos aqui que a medida que k aumenta, la razén entre arcos tiende a 1 (la asintota
horizontal f(k) = 1 se ha dibujado en el grafico). En otras palabras, para valores grandes de k los orici-
clos tienden a transformarse en rectas euclidianas (Fig. 144), en cuyo caso los arcos seran segmentos
de la misma longitud (y su razén vale, por ende, 1). Esto es familiar para nosotros.

Por otra parte, como siempre se tiene que f(k) > 1, se deduce que siempre el arco de oriciclo mas
“externo”, como el (AB de la Fig. 142, serd de mayor longitud que el mas “interno”, tal como el
(AB’ o el (A”B”.

A B

(Fig. 144)

23 Es decir que a diferentes valores de k se tienen geometrias hiperbdlicas de distinto “tamano”, ya que la
distancia x entre oriciclos resulta dividida por k.
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La geometria euclidiana como limite
Hemos visto en las tltimas secciones dos hechos interesantes y llamativos:

- Para distancias de paralelismo que tienden a cero, los angulos de paralelismo de las paralelas hiper-
bdlicas tienden a IR. En el limite, dichos angulos seran rectos y las paralelas se confundirdn en una sola.

- Para valores grandes del parametro k los oriciclos se aproximan a rectas euclidianas.

Estos dos hechos han llevado a sugerir que la geometria hiperbdlica, para distancias muy peque-
fas, se “convierte” por asi decirlo, en euclidiana. En conexion con la geometria de nuestro universo
fisico, seria posible que estemos viviendo en un cosmos hiperbélico, pero no nos percatariamos de
ello por el hecho de manejar nuestros asuntos en una porcién muy reducida del espacio.

La geometria del universo (o al menos de la parte en que habitamos) quizas es hiperbdlica, pero en ese
caso su parametro k es muy grande y se asemeja por ello a la vieja y querida geometria de Euclides.

En el marco de estas elucubraciones, el Postulado V aparece como un postulado de simplificacién, y
su presencia significaria hacernos mas faciles las cosas en el terreno de la geometria cotidiana y mas
“natural”, la que conocimos tempranamente. ;Cuesta creerlo, no?

La relacion entre distancia y Angulo de paralelismo

Una de las peculiaridades que vimos en relacion con la orisfera es que sobre su superficie es valida
la geometria euclidiana y también, agregamos, la trigonometria ordinaria. Mediante esta caracte-
ristica, y la teoria de trilateros y oriciclos, vamos a obtener la relacién matematica entre la distancia
(d) y el angulo de paralelismo (o), denominada férmula de Lobachevski. (Bartrina y Capella, 1908:
128), (Bonola, 1921: 345)*.

Vamos a necesitar una definicién y dos teoremas previos.

Definicion: sean (AB un arco de oriciclo, AQ y BQ dos de sus radios y C la proyeccién ortogonal de B
sobre AQ. Llamaremos ordenada del arco (AB a la longitud del segmento BC (Fig. 145).

B

A C

(Fig. 145)

24 Lobachevski simbolizdé n(d) al dngulo de paralelismo correspondiente a la distancia d. No usaré aqui
esa notacion.
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Teorema previo I: en todo tridngulo rectangulo el seno de un dngulo agudo es igual a la razén entre
los dos arcos oriciclicos cuyas respectivas ordenadas son el cateto opuesto y la hipotenusa.

Br
A
B C
- //
\.‘ 2
7 o
1 gy
£ //
. .
.
/
T -
N L
-
0

(Fig. 146)
Demostracion: sea el BAC rectangulo en A (Fig. 146).

Por B dibujamos BN perpendicular al plano del tridngulo. Luego por A y C trazamos AQ2 // BN y CQ
// BN.

Se traza la orisfera de centro Q2 y radio CQ, que encuentra a las otras rectas en A’y B’ Queda deter-
minado el tridngulo oriciclico AB’C. Ahora, a jugar con planos:

El plano ABC es perpendicular al ABN por serlo a una de sus rectas (BN). Esto implica que CA (que
es perpendicular a AB por hipbétesis) es perpendicular al plano ABN y, por ende, a su recta AQ. Lue-
go, los planos ABN y ACQ) son perpendiculares.

Recuérdese que el angulo formado por dos curvas que se intersectan se define como el que forman
sus tangentes en el punto de interseccién. Las tangentes en B’de los arcos (B'Cy (BA’estan en el mismo
diedro que los lados BC, BA del triangulo BAC, por lo tanto B = B’. Con analogo razonamiento se
tiene que A= A" = 1R.

También:

AC = ordenada del (AC,

BC = ordenada del (BC.

Como la trigonometria del tridngulo orisférico es idéntica a la euclidiana (véase cap. 9, pag. 173),
podemos escribir

sen B=sen B'= (AC/ (BC.

lo que demuestra el teorema.
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Teorema previo 2 (Fig. 147): sea QMCQ un sector de oriciclo, y MN la ordenada del arco (MC. Si o es
el angulo de paralelismo correspondiente a la distancia MN y k es una constante positiva, entonces

1/sen o = eN/k,

M Dg

O N

(Fig. 147)

Demostracién: dibujamos por N el arco de oriciclo (ND, concéntrico con (CM y su ordenada NE
sobre MQ.

En el triangulo rectangulo MEN se tiene, por el teorema anterior,
sen o= (ND / (MC, o bien
I/sen o= (MC/ (ND.

Por lo visto en pag. 194 de este capitulo, la razon de los arcos es funcién de la distancia que los separa,
y podemos poner

1/sen o = eN/k,

Obsérvese que en la formula no aparece la distancia de paralelismo.

Teorema: si MN = d es la distancia de paralelismo correspondiente al 4ngulo de paralelismo a en-
tonces (siendo k una constante positiva), es

tan(%/)) = e™/%,

(Fig. 148)
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Demostracién: (Fig. 148). Partimos del trilatero MNQ. Se prolonga NM hasta Iy se construye el tri-
latero NPQ), simétrico del MNQ2 respecto de la recta NQ. Se traza la recta m paralela a los lados del
/I MQ5. Resulta también m // NQ'y m // PQ.

Se trazan los arcos oriciclicos (PF y (MG de centro I', y (PE de centro Q, pasando por M; se dibujan
las respectivas ordenadas M1, PH, de los arcos mencionados (en lineas de puntos).

En el trilatero doblemente asintético TMQ la semirrecta MI L m es bisectriziel angulo propio
/ZI'MQ = 2R — o, como asi también en el trildtero doblemente asintotico 'PQ), PH 1 m es bisectriz
de ZNPQ) = a. De todo esto se tiene que:

ZHPG =°],y

ZIMG = (2R - a)/2 = IR - %/ (estos angulos se han marcado con sendos arcos).

Como MI' // my PI" // m, aplicando el Teorema previo 2:

1/sen(*/) = (PF | (MG = eﬁ/k, (1)

1/sen(iR - /) = 1/cos(*/) = eGl/k, (2)

Dividimos miembro a miembro (1) por (2) y obtenemos:

cot(*/) = eFH/k=GI/k (3)

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

- H es punto medio de EF e I es punto medio de EG (pues hemos trazado arcos de oriciclo de igual
radio por M y por P),

-FG = MP (distancia entre los oriciclos concéntricos),
-MP = 2MN = 2d (por construccion),

el exponente de (3) resulta:
FH GI 1

1 1 1 1
T—?_E[EF—EG] :ﬁlFGJ :ﬁ[MPJ =E[MN] :Ed.

Sustituyendo ahora este resultado en (3) queda:
cot(*/) = ed/k

y esto nos lleva a

tan(“/) = e~k (4)

25 En geometria hiperbdlica siempre existe la paralela a los lados de cualquier angulo que no sea nulo ni
llano (véase en este capitulo, pag. 191, teorema II, Fig. 135).
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Esta tltima es la formula de Lobachevski. Es posible que la hallemos en otros textos sin el parame-
tro k. Veamos qué sucede en los casos “limite”:

ad > 0o=—d/k - —0=e 4k 5 0:>tan% - 0=>a-0.

b)d » 0=>—d/k > 0= e-d/k 1:>tan% > 1=a- 1R

Esto corrobora lo que analizamos oportunamente en la pag. 190 de este capitulo.
Volviendo al tema del parametro k, si despejamos o en (4) obtenemos?:

a = 2tan~t(e~%/k).

~d/k < 1,y comod > 0, esto obliga a que k sea positivo. En caso de

a resulta agudo siempre que 0 < e
ser negativo (0 no puede ser), obtendriamos dngulos de paralelismo mayores a 1R, lo que contradice

el axioma fundacional de Lobachevski.

Las siguientes tablas-ejemplo dan valores del angulo para distancias decrecientes (van dividiéndo-
se a la mitad, por tomar algun criterio), parak=1y k =5.

Resulta muy interesante como varia el “tamano” de la geometria con el cambio en el pardmetro k.

d tan(o./2) o (rad) a (°)

8 0,00034 0,00067 0,03844

4 0,01832 0,03663 2,09858

2 0,13534 0,26904 15,41463

1 0,36788 0,70503 40,39506

0,5 0,60653 1,09042 62,47619
0,25 0,77880 1,32336 75,82297
0,125 0,88250 1,44612 82,85661
0,0625 0,93941 1,50834 86,42134
0,03125 0,96923 1,53955 88,20980
0,015625 0,98450 1,55517 89,10479
0,0078125 0,99222 1,56298 89,55238

26 Uso la notacién “tan™ en vez de “arc tan” para designar el arco tangente. En algunos textos se utiliza,
alternativamente, “tg” en vez de “tan” para la tangente. Por supuesto que tan™ no tiene nada que ver con
una elevacién a potencia; el exponente -1 denota aqui una funcién inversa.

27 k puede tomar cualquier valor positivo, no necesariamente entero.
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k d tan(ou/2) o (rad) a (°)

5 8 0,20190 0,39844 22,82875
5 4 0,44933 0,84459 48,39153
5 2 0,67032 1,18106 67,66948
5 1 0,81873 1,37212 78,61648
5 0,5 0,90484 1,47096 84,27995
5 0,25 0,95123 1,52082 87,13640
5 0,125 0,97531 1,54580 88,56775
5 0,0625 0,98758 1,55830 89,28382
5 0,03125 0,99377 1,56455 89,64190
5 0,015625 0,99688 1,56767 89,82095
5 0,0078125 0,99844 1,56923 89,91048

Veamos una tabla mas, donde se da a k un valor negativo, y donde se obtienen para el angulo de

paralelismo resultados no validos en la geometria hiperbdlica.

k d tan(o./2) o (rad) a (°)

-1 8 2980,95799 3,14092 179,96156
-1 4 54,59815 3,10497 177,90142
-1 2 7,38906 2,87256 164,58537
-1 1 2,71828 2,43657 139,60494
-1 0,5 1,64872 2,05118 117,52381
-1 0,25 1,28403 1,81823 104,17703
-1 0,125 13315 1,69547 97,14339
-1 0,0625 1,06449 1,63326 93,57866
-I 0,03125 1,03174 1,60204 91,79020
-1 0,015625 1,01575 1,58642 90,89521
-1 0,0078125 1,00784 1,57861 90,44762

Hay mas férmulas que relacionan la distancia y el angulo de paralelismo, las cuales incluyen fun-
ciones trigonométricas hiperbolicas. Son las siguientes (a fin de simplificar se omiten las deduccio-

nesy se toma k = 1)*:
-sen o =1/coshd,

-cos o =tanh d,

28 Véase, para ampliar, Bartrina y Capella (1908: 130).
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-tan o, =I/senh d,
-cot o =senhd.

Para finalizar esta seccién vamos a considerar un angulo agudo como el € = ZMAB de la Fig. 149
(usted suponga que en la figura atin no esta trazada la recta MN). Desde uno de sus lados trazamos
rectas perpendiculares a ese lado, por puntos X, X, X”, ... a distancias crecientes del vértice A. Nos
preguntamos si esas perpendiculares cortaran todas al otro lado del angulo, es decir, a AB.

Como ¢ es agudo, es dngulo de paralelismo correspondiente a una cierta distancia AM. Por el punto
M trazamos ahora MN perpendicular a AM. Por lo tanto resulta, con esa construccién, que MN // AB.

A partir de aqui queda claro que algunas de las perpendiculares cortan al lado AB, determinando
segmentos de longitud creciente XY, X'Y’, ..., etc. Dicha longitud puede superar cualquier nimero
por grande que sea. Sin embargo hay un limite en cuanto podremos alejarnos del vértice A para que
las perpendiculares encuentren al lado AB: 1a distancia de paralelismo correspondiente a €. Al ser
MN // AB, ninguna perpendicular puede coincidir con MN pues MN no corta a AB.

B

r/

N

(Fig. 149)

Con otros términos podemos decir que una perpendicular y una oblicua a una misma recta no siempre
se cortan en la geometria hiperbdlica. Esto nos recuerda lo que Saccheri demostré en la Prop. XVII

(véase cap. 8, pag. 144).

Ultraparalelas

Recordemos que, dada una recta r, llamamos paralelas a r a dos rectas no secantes con ella con las
siguientes caracteristicas:

- se comportan asintéticamente con r (su distancia mutua decrece en el sentido del paralelismo);

- comparten cada una con r un punto impropio (aunque cada recta tiene dos, solo uno se comparte
con cada paralela);

- no tienen perpendicular comun conr.
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Existen sin embargo otras rectas no secantes con 7, ya citadas, que denominamos ultraparalelas.
Estas tienen como caracteristicas:

- una tinica perpendicular comun con r;
- por un punto exterior a r pasan infinitas ultraparalelas con ella;

- son divergentes con r en ambos sentidos a partir de la perpendicular comun.

¢ E N
e
= I

M

(Fig. 150)

En la Fig. 150 estan representadas la recta r y una ultraparalela a ella, t. La recta KL es perpendicular
a ambas. El segmento KL es el mas corto posible de trazar entre ellas y su longitud es la distancia
entre las rectas. Cualquier otro segmento perpendicular a r, como el MN, es mayor que KL y corta a
t formando un angulo agudo ZMNK. Esto es asi porque el cuadrilatero KLMN tiene dngulos rectos
en los vértices K, L y M, lo que obliga a que el cuarto 4ngulo sea agudo. Puede compararse lo visto
aqui con el tratamiento de Saccheri en el cap. 8, particularmente su Proposicion XXIII.

Hiperciclos

Tomamos en consideracién una recta r y nos preguntamos qué lugar geométrico forman todos los
puntos que estan a una distancia fija de ella, en uno de los semiplanos que determina.

También podemos pensarlo asi: construimos infinitos segmentos 4;B; (i = 1, 2, ...) perpendiculares
ar, todos de igual longitud, con los extremos A, sobre . ;Qué figura determinan los otros extremos
B, de los segmentos?

En la Fig. 151 tenemos r y algunos segmentos perpendiculares a ella, A1B; = A;B, = A3B3 =... y,
con linea de puntos, el lugar geométrico h generado por los extremos B, supuestos en cantidad in-
finita. ;Es h una recta?

B, H B, B,
4, M A, A; A,

(Fig. 151)

Consideremos dos de esos segmentos, digamos 4;B; = A,B,, y supongamos que h es una recta.
Se tiene entonces un cuadrilatero AA B B que es, por lo tanto, birrectdngulo isésceles, de donde
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los angulos en los vértices B, y B, son agudos. Sean M y H los respectivos puntos medios de 4,4,
y B1B;. Luego, se deduce facilmente (como en la Proposicién II del Saccheri) que HM 1 A4, y
HM 1 B.B,.

Al ser HM una perpendicular comiin no puede ser h // r, pero tampoco puede ser h una ultrapara-
lela a r, puesto que, de ser asi, los segmentos 4; B; serian mayores que HM y de longitud creciente a
medida que se alejan de la perpendicular comun, lo que contradice la condicién inicial de que los
A;B; son todos congruentes. Por lo tanto h no es una recta.

Pero resulta de este andlisis que h debe ser una curva, es decir, no puede contener ningtin segmento
(rectilineo, obviamente) por pequefo que sea, dado que, en virtud de tal segmento, se formaria un
cuadrilatero birrectangulo is6sceles, y de alli seguiria el razonamiento anterior que lleva a un absurdo.

El lugar geométrico h es, entonces, una curva que recibe el nombre de hiperciclo o equidistante (ya que
todos sus puntos estan a una distancia fija de la recta r). Cualquiera de los segmentos 4; B; citados an-
tes es una altura del hiperciclo y la recta r se denomina su base. Un dibujo mas intuitivo para este lugar
geométrico se ve en la Fig. 152, aunque se pierde en ella la igualdad de las longitudes de las alturas.

8,
__31 , B, B, .
-
A, A, A, A,

(Fig. 152) El hiperciclo o equidistante.

Releamos, en la segunda lista de postulados equivalentes al V de Euclides (véase pag. 189 de este cap.):
“Dos rectas paralelas se mantienen equidistantes (o bien: el lugar geométrico de los puntos equidis-
tantes de una recta es otra recta)”. Se comprenden ahora con mas profundidad esos enunciados y por
qué en la geometria hiperbdlica ese lugar geométrico no puede ser una recta y es, en cambio, una
linea curva: la equidistante o hiperciclo.

La unidad natural de longitud y una nueva sorpresa

A esta altura el lector muy paciente ya tiene un buen entrenamiento para enfrentarse con cosas
raras, como las que hemos estado estudiando. Por eso, vamos a completar confiados el panorama
de los intentos de demostracién del Postulado. Esta vez, sin embargo, podra verse una cualidad muy
llamativa de la geometria hiperbdlica.

Recordamos, en primer lugar, la tentativa de Legendre (véase cap. 7, pag. 124). El teorema alli ex-
puesto, conocido como “Segundo Teorema de Legendre” fue demostrado, en realidad, un siglo an-
tes por Saccheri en una forma equivalente (Bonola, 1945: 43)*. Dijimos en tal ocasién que, suponien-
do Legendre para los triangulos una S, > 2R, lleg6 a una contradiccién y que, considerando S, < 2R,

29 Véase la Proposicién IX de Saccheri en cap. 8, pag. 139.
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no pudo obtener ninguna. Pero, para ser mas precisos, lo que él demostré en aquel teorema del cap.
7 es que la S, del triangulo es igual o menor que 2R.

Antes de ir al desenlace del analisis del matematico francés, veamos el muy interesante “Primer
Teorema de Legendre”, donde busca probar lo mismo (Bonola, 1945: 67).

B B. B .. B B

1 1 3 n n+l

3
(')
=

|
—

(Fig. 153)

Considérense n tridngulos congruentes A BA , AszAs, ..»ABA _, construidos de manera que sus

bases tienen todos los extremos alineados (Fig. 153). Uniendo con segmentos los puntos B, B, B}, e

resultan n — 1 triangulos congruentes BA B, BAB,B A B .Se completa la figura con el triangulo
72 2 273 3 "n-1"n n

BA B, congruente con los anteriores. (Los triangulos del primer grupo no son necesariamente

Won+1r n+r

congruentes con los del segundo).

Se demostrara que 3 < a.. En efecto, si B > a, en los tridngulos ABA y BA B, se tiene A;A; > B1Bj,
(1) por Euclides I.25.

Dado que la poligonal ABB...B, A  esmayor que A;Ay,q, resulta que

es decir

24,B; > n(A14; — B1B;). (2)
Pero, para n suficientemente grande, la desigualdad (2) conduce a un absurdo porque, por (1), la dife-
rencia encerrada entre paréntesis es positiva y, tarde o temprano, superara a 24, B;. Esto contradice

el postulado de Arquimedes. El absurdo proviene de suponer 3 > a; luego 3 < o

Establecido esto, Legendre deduce que la S, del tridngulo A BA es menor o igual a dos rectos. En
efecto (seguimos en la Fig. 153):

2+0+3=2R(y pues forman un angulo llano.
Parael ABA es S.= 2+ B+ 1, pero como3 =1 por construccion, resulta S, =2+ B+ 3.(5)

Ya que, segin se acaba de demostrar, < a, de (4) y (5) se obtiene que S, < 2R en el tridngulo consi-
derado. Y esto puede generalizarse a cualquier tridngulo.

Legendre ahora desea eliminar la posibilidad de que S, < 2R. Veamos:
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(Fig. 154)
En el tridngulo ABC (Fig. 154) se supone S, < 2R (¥).

Sobre el lado AB se toman los puntos D, D, D, etc.y se construyen los angulos 1,1",1" etc., todos
congruentes con B. De esto resulta que sobre AC quedan determinados E,E,E, etc.y también que
se forman los dngulos 2,2' 2" etc. No decimos que estos son congruentes con é .

Bajo la condicion (*) aceptada, se demuestra que la S, de un cuadrilatero es menor a 4R, y que en el
cuadrilatero CE D B resulta® + 2 > € + B, tal como establecié Saccheri en el corolario de su Pro-
posicion XVI (véase cap. 8, pag. 144 y Fig. 73).

Razonando de igual manera sobre los cuadrilateros E ED D, E3E2D2D3, ..., y relacionando todo, se
obtiene que

42> +2 > +2>C+ 8

pero como 1" = 1" = 1 = B, se deduce la desigualdad 2" > 2’ > 2 > (. Esto significa claramente
que los valores de los angulos exteriores no fijos 2,2'2" etc., dependen de la ubicacién de los pun-
tos D, D, D}, etc. En otras palabras, el valor del angulo exterior considerado es funcion del segmento
AD; (i=1,2,3,...) correspondiente.

Pero este resultado, segiin Legendre, es absurdo porque la longitud de un segmento no tie-
ne significacion si no se conoce la unidad de medida a que esta referida, y la naturaleza de
la cuestion no indica en modo alguno esta unidad. Por consiguiente, hay que rechazar la
hipétesis A+B+ ¢ < 2R, y, por tanto, se tendra A+ B + ¢ = 2R. Pero de esta igualdad

siguese facilmente la demostracién del postulado euclideo (Bonola, 1945: 68).

Ha quedado a la vista aqui una nueva arista de la problematica del Postulado V. Al negar su validez
(tal como resulta de la aceptaciéon de la HAA, en Saccheri, o que la suma de angulos de los triangu-
los es inferior a 2R, en Legendre), surge una inesperada relacién funcional entre los segmentos y los
angulos. De hecho, también sucede esto con la distancia y el angulo de paralelismo.

Comentaré ahora el intento de prueba del Postulado debido al suizo Johann Heinrich Lambert (1728-
1777), que va en la misma direccion y que es anterior al de Legendre (Bonola, 1945: 56 y ss.). Este mate-
matico trabajo6 con la figura fundamental de un cuadrilatero trirrectangulo (Fig. 155). Planted tres hi-
potesis referidas al cuarto 4ngulo: que fuera recto, obtuso o agudo, la original estocada saccheriana.
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1 [

(Fig. 155) El cuadrilatero de Lambert.

Naturalmente la primera hipodtesis equivale al Quinto Postulado. Para refutar la segunda, probd
(véase la Fig. 156), que los segmentos A, B¢, A3 B>, ..., A, By, perpendiculares a r, van decreciendo a
medida que se alejan de la perpendicular comiin AB y que la diferencia entre cada uno y el siguien-

te va disminuyendo, de manera que se tiene
E - Aan > (E - AlBl)' n.

El primer miembro de la desigualdad es siempre menor que AB, mientras que el segundo miem-
bro, para n suficientemente grande, es tan grande como se desee*. Con esta contradicciéon Lambert
anul6 la segunda hipdtesis.

.:i Jil _"1: -"i w 5
m
m m s m 4
B B, B, .

(Fig. 156)

En el dominio de la tercera hipétesis demostrd que los segmentos citados van creciendo mientras
se alejan de la perpendicular AB, sin que esto provoque ninguna situacién absurda. Hall6 que el
defecto de un poligono es proporcional a su area y la propiedad de aditividad del defecto (véase
pag. 186 de este cap.). Y, notablemente, descubrioé que

... mientras en la geometria ordinaria a la medida de los segmentos corresponde solamente
un significado relativo a la elecciéon de una particular unidad, en la geometria fundada en la

tercera hipotesis se puede, en cambio, conferirle un significado absoluto (Bonola, 1945: 58)".
La clara escritura de Bonola nos permite dilucidar este aspecto un poco mas:

En muchas cuestiones acontece que los elementos que se suponen dados se pueden dividir
en dos grupos, de modo que los del primer grupo permanezcan fijos en todo el campo de
nuestras consideraciones, mientras que los del segundo grupo puedan variar... Cuando esto
ocurre, se suele frecuentemente prescindir de la explicita mencién de los datos del primer
grupo, y considerar como relativo todo lo que depende de los datos variables y como abso-

luto todo lo que depende solamente de los datos fijos (...)

30 Por el axioma de Arquimedes y admitiendo que la recta es infinita en extensién, al igual que para el absurdo
obtenido en la demostracién de Legendre del cap. 7.

31 Los parrafos que siguen son continuacion de éste.

[199]



Viniendo ahora a la Geometria, observamos que, en todo estudio concreto, generalmente se
suponen dadas ciertas figuras y la magnitud de sus elementos; pero ademas de estos datos
variables (del segundo grupo), que pueden ser elegidos de un modo arbitrario, estan siem-
pre presupuestas, implicitamente, las figuras fundamentales (datos fijos o del primer grupo).
Entonces, toda construccion, toda medida, toda propiedad de una figura cualquiera debera
considerarse como relativa si es esencialmente relativa a los datos variables; debera, en cam-

bio, llamarse absoluta si es relativa solamente a los datos fijos (figuras fundamentales), (...)

En este sentido es claro que en la geometria ordinaria la medida de los segmentos tiene
necesariamente un significado relativo. En efecto, la existencia de las transformaciones por
semejanza no nos permite individualizar de algiin modo la magnitud de un segmento res-
pecto a las figuras fundamentales (recta, haz, etcétera). Para el angulo, en cambio, se puede
escoger un modo de medida que expresa una propiedad absoluta suya; basta, en efecto,
tomar la relacion entre el angulo y un giro, esto es, el haz completo, que es una de las figu-

ras fundamentales.

En la tercera hipdtesis se puede hacer corresponder a todo segmento un cierto angulo; luego, aquél
se relaciona con la figura fundamental “haz” y por ende, a su medida puede atribuirsele un signi-
ficado absoluto. Recuérdese en este punto el parametro de la geometria hiperbdlica (k), que fija el
“tamafno” de la misma.

Es interesante notar que sumando las medidas de dos segmentos no resultan sumados los dngulos
correspondientes. Es posible, sin embargo, hallar una funcién del angulo que tenga esta caracte-
ristica y asociar a cada segmento no el angulo, sino el valor correspondiente al 4ngulo segtin esa
funcién. Ella da una medida absoluta de los segmentos. La “unidad absoluta” o “natural” es el seg-
mento para el cual la funcién toma el valor 1.

Lambert rechaza la tercera hipétesis negando que exista una unidad absoluta para los segmentos.
Un nuevo axioma equivalente al V de Euclides, que podemos afadir a nuestra lista es el “postulado
de Lambert”: no existe una unidad absoluta para los segmentos.

Si bien todo esto y tantas otras cosas vistas y por ver son muy interesantes, no es mi intencién exten-

derme en el asunto. Ojala que el lector sienta curiosidad, se le generen mas preguntas que respuestas
(eso si que es tarea de un docente) y procure por si mismo ahondar en algtin aspecto que le atraiga.

Un toque de trigonometria

Por altimo, para este capitulo que nos ocupa, haremos algunas consideraciones sobre la trigonome-
tria hiperbolica (Bonola, 1921: 347y ss.), a fin de adquirir una somera nocién de ella.

En trilateros rectangulos

Ya se demostré en este capitulo la formula de Lobachevski para un trilatero rectangulo, que relacio-
na distancia y angulo de paralelismo:

tan(?/) = e~d/k (1)
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Para una notacién mas sencilla pondré “—c” en vez de “~d/k”, y adoptaré el criterio conocido de
nombrar lados y angulos opuestos de los trilateros con la misma letra en mintscula y mayuscula,
respectivamente. Dado el trilatero ABT, rectangulo en B, c es el lado opuesto al angulo impropio I
del trilatero (Fig. 157).

.l'i 1

(Fig. 157)
La férmula (1) queda entonces

tan(A/2) =e €. (1)

eX+e*

Recurrimos a la funcidn coseno hiperbdlico®, cosh = >

En efecto, si ahora nuestro querido lector reemplaza (1) en la expresién de cosh x, con x = ¢, podra
obtener (2), y habra realizado un lindo ejercicio de trigonometria®.
Andalogamente con el seno hiperbdlico senh x =(e* — e™) /2, se llega a:

1
tan A

senhC= .(3)

Dividiendo miembro a miembro (3) por (2) resulta:

tanh ¢ = cos A. (4)

(2), (3) y (4) son las relaciones trigonométricas de un trilatero rectangulo pero, en realidad, no son
independientes ya que pueden obtenerse una de otra. Los tinicos dos elementos variables (y liga-

dos) de estos trilateros son c y A.

En la Fig. 158 vemos las graficas de las tres funciones trigonométricas hiperbdlicas mencionadas
(los carteles dobles son para evitar confusiones).

32 Las funciones trigonométricas hiperbélicas (seno, coseno, tangente hiperbdlicos) no deben su nombre a
la geometria hiperbdlica sino a la curva hipérbola, por consideraciones que el lector (en caso de descono-
cerlas) podria investigar. Véase la Fig. 158.

33 En el ultimo paso de su trabajo deductivo el lector debera usar la férmula del seno del angulo doble:
sen(20) = 2 sena cosa (obviamente que con A en vez de o), un poco relegada de los estudios escolares de
trigonometria. Corre igual suerte la del coseno del dngulo doble: cos(2a) = cos?a - sen®a.
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(Fig. 158) Gréficas de seno, coseno y tangente hiperbdlicos.

Ahora vamos a entretenernos con algunos calculos particulares, asi que, si le place, tome el lector
calculadora cientifica, lapiz y papel.

Sea el trilatero rectangulo ABI" (Fig. 157). Hagamos preguntas:

;Cuanto mide el angulo de paralelismo A para ¢ = 1,5?

De (2) es:

sen A = 1/cosh(1,5) = 0,4251,

de donde

A = sen™0,4251 = 25,157°.

Recuérdese que A debe ser agudo por ser angulo de paralelismo.

;Cuanto mide A para c = 9 y para c = 0,05?

Para c = 9 nos da A = 0,014° (jpequeno!) y para ¢ = 0,05, A = 87,136°. Ya sabemos esto. Puede experi-
mentarse con valores mayores de c y, ripidamente, el coseno hiperbdlico en (2) crecera y tanto el

seno de A, como A, tenderan a o. Por otra parte, si c tiende a o, el coseno hiperbélico tiende a 1, el
seno de A también y A, a IR.
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sEl valor c utilizado es la distancia de paralelismo? No. Es d/k. Pongamos un valor (positivo) a k y po-
dremos calcular la distancia d. Por ejemplo, asumiendo k = 4, si ¢ = 9 entonces d = 36. Sic =0,05,d = 0,2.
Se aprecia como k determina el tamario de las distancias. Solo si k =1 c es distancia de paralelismo.

En trilateros cualesquiera

(Fig. 159)

Parauntrilatero cualquiera ABI (se entiende que siempre con doslados paralelos) como el delaFig.159
se demuestran las siguientes férmulas:

cosA+cosB

hc=——,
senhe senA senB ©)
1+cosA cosB
coshc=— (6)
senA senB

cosA + cosB

tanhc= ——mM8—.
¢ 14+ cosA cosB @

La linea de trazos HI es la perpendicular a AB por I'. Las férmulas dadas son validas siempre que el
pie de la perpendicular, H, se ubique entre A y B. Si H est4 en una prolongacién de AB, las férmulas
difieren. La deduccién (que no incluyo) se basa en aplicar las férmulas del trilatero rectangulo en
los dos trilateros que resultan al trazar HI" y el hecho de que c = AH + HB.

Hagamos algtn célculo concreto. Sean A =100° y ¢ = 2 en el ABI". ;Cuanto mide B?

De (5) resulta: senh 2 =(cos 100° + cos B)/(sen 100° sen B) = senh 2 sen 100° sen B = cos 100° + cos B.
Elevando al cuadrado miembro a miembro obtenemos:

senh?2 sen’100° sen’B = c0s’100° + 2 cos 100° cos B + cos’B.

Reemplazando sen®B por (1 - cos?B) e igualando a o queda:

cos?B(1 + senh?2 sen®100°) + cos B(2 cos 100°) + (cos*100° — senh?2 sen’*100°) = 0

que es una ecuacion cuadratica en cos B. Tomando valores aproximados es:

13,757 cos’B — 0,347 cos B— 12,727 = 0.

34 Para todo este tema véase Bonola (1921: art. XII) y Bonola (1945).
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Las soluciones cos B = 0,975, cos B = -0,949. El segundo valor no sirve (pues B resulta obtuso para
ese coseno). Luego B = cos™ 0,975 = 12,839°.

Noétese que si conocemos los angulos A y B (el angulo en el vértice impropio vale 0°), podemos cal-
cular el lado propio c. jEsto no es practicable en la trigonometria euclidiana, en la cual es necesario
tener al menos un lado conocido para poder “resolver” el tridngulo! Se sabe que infinitos triangulos
euclidianos semejantes tienen sus angulos homologos iguales.

En triangulos rectangulos

Tengamos en consideracién un tridngulo rectangulo ACB, rectangulo en C, con todos sus elementos
propios (Fig. 160).

(Fig. 160)
I''y I’ son los puntos impropios de la recta CB. Unimos A con I" (o sea que trazamos AI" // CB) y cons-
truimos DI" L AB. También dibujamos AI" // BC'y EI” L AB. Por tener iguales sus pares de angulos
propios, resultan congruentes los trildteros DBI" y EBI”. Sea BE = BD = d.
Ahora se detallan algunas distancias y sus dngulos de paralelismo respectivos:
- para la distancia b es ZCAT = ZCAI" = 6;
-para(c+d)= AD es /DAT =),
-para(c—d) = AE es ZEAT = o.
Por lo tanto se tiene (no se olvide que A es angulo del triangulo ACB):
0=A+7A()y
0=m0-A.(2)

Se demuestra (no aqui) que la igualdad (2) sigue valiendo aunque el punto E coincida con 4, o que-
de en la prolongacién de BA.

Ahora vamos a armarnos de valor. Sumando miembro a miembro (1) y (2) se tiene:
20=0+A,(3)
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y restando miembro a miembro (1) y (2):

2A=m -\ (4)

“Ponemos” cosenos en cada miembro de (3):

cos(20) = cos(m + A),

o sea

cos(20) = cos ® cos A — sen m sen A. (5)

Ahora invocamos la férmula del coseno del angulo doble:
c0s(20) = cos?0 — sen?0 =1 - 2 sen?0,

de donde resulta:

2 sen’0 =1 - cos(20).

Reemplazando (5) en esta tltima igualdad, obtenemos
2sen’0 =1-cos ® cos A +sen o sen A. (6)

Recurrimos a las férmulas del trilatero rectangulo (2), (3) y (4) vistas antes para obtener en (6)
(;se anima?):

2 cosh(c — d)cosh(c + d)—senh(c—d) senh(c+d) +1
cosh?b cosh(c —d) cosh(c + d) '

Contintia la odisea aplicando la férmula del coseno y seno hiperbdlicos de la suma o resta de dos
angulos?, llegando, luego de un concentrado esfuerzo (jvamos, no se achique!), a que:

1 cosh?d
cosh?h = cosh?c cosh?d —senh?c senh?d

y de esto escribimos el reciproco:
cosh?b = cosh?c—senh?c tanh?d. (7)
(Un respiro... tic, tac, tic, tac...). Sigamos: de (4) del trilatero rectangulo se deduce que

tanh?d = cos®B (8);

35 cosh(x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y, cosh(x — y) = cosh x cosh y — senh x senh y, senh(x + y) =
senh x cosh y + cosh x senh y, senh(x — y) = senh x cosh y — cosh x senh y. Ademas se utiliza la identidad
cosh’x—senh =1
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ademas

cosh?b = 1 + senh?), cos’B =1 - sen?B, (9)

por lo tanto, poniendo (8) y (9) en (7), y tomando raiz cuadrada miembro a miembro (lo cual es
posible pues senh b, senh ¢ y sen B son positivos) resulta la primera férmula fundamental del triadn-
gulo rectangulo:

senh b = senh ¢ sen B. (10)

Otra férmula se consigue cambiando b por a y B por A:

senh a = senh ¢ sen A. (11)

Una tercera surge tomando cosenos en ambos miembros de (4), lo que nos lleva a:

cosh ¢ = cot A cot B. (12)

Otras expresiones pueden derivarse de (10), (11) y (12).

Veamos para finalizar esta parte, un ejemplo particular. Sea el ACB de la Fig. 160 con hipotenusa
c =2y B=35° Yasabemos que C = 1R. Usamos (10) para calcular b:

b = senh™(senh 2 sen 35°) = 1,48.

Con (12) calculamos A; previamente la adaptamos un poco:

cotA = cosh ¢/ cot B=cosh ctan B= tan A =1/ (cosh c tan B), luego:
A =tan™ [1/ (cosh 2 tan 35°)] = 20,8°.

Falta calcular la longitud del cateto a. Aplicamos (11):

a = senh™(senh ¢ sen A) = senh”(senh 2 sen 20,8°) = 1,07.

Para el ACB tenemos, finalmente,

S.=90° +35° +20,8° = 145,8° y 0 = 180° - 145,8° = 34,2°. {Puf!
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En triangulos oblicuangulos

Las férmulas fundamentales para los tridangulos oblicuangulos (no se incluye la demostracion)
son estas:

senh a/sen A =senh b/sen B =senh c/sen C, (13)
cosh a = cosh b cosh ¢ — senh b senh ¢ cos A, (14)
cos A = —cos B cos C + sen B sen C cosh a. (15)

Resolvamos un caso particular para un tridngulo ABC con b = 2, c =1y A = 105° (Fig. 161).

(Fig. 161)
De (14) se tiene que
cosh a = cosh 2 cosh 1 — senh 2 senh 1 cos 105° = 6,908 = a = 2,62.
Luego, usando (13) se calculan B =30,9° y C = 9,6°.

Ademas, S, =105° +30,9° + 9,6° = 145,5° y d = 180° — 145,5° = 34,5°.
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[Capitulo 11]

Modelos para la
geometria hiperbdlica

Una geometria no puede ser mas verdadera que otra; s6lo es mas conveniente'.

En el Capitulo 5 sobre axiomatica se dijo que para sostener la consistencia de un sistema de axio-
mas debe hallarse un modelo o “traduccién” valido, de sus entes y relaciones primitivas, en térmi-
nos de entes y relaciones de otra rama de la matematica. Se trata de confeccionar un “diccionario”
tal que los axiomas y teoremas del primer sistema se convierten en otros, igualmente, coherentes
para los objetos del segundo sistema.

Sorprendentemente, un modelo para la geometria hiperboélica puede construirse con elementos
de la geometria euclidiana. Se utilizan objetos y relaciones seleccionados de esta geometria y se
los dispone de manera que en ese “aparato” funcionen los axiomas y los teoremas hiperbdlicos
a la perfeccién. Analogamente, es posible construir en la geometria hiperbdlica un modelo de la
euclidiana, lo que ademas trae aparejado que sus consistencias estan casadas: si una de ellas fuera
contradictoria... {la otra también lo seria! (Moise, 1974: caps. 25y 26).

Hay tres modelos muy conocidos elaborados por los matematicos, ya citados, Henri Poincaré, Eu-
genio Beltrami y Félix Klein. Son:

a - el modelo del disco de Poincaré;
b - el modelo del disco de Beltrami-Klein;
¢ - el modelo del semiplano superior de Poincaré.

Cada construccién modélica se apoya sobre una minuciosa base matematica. No consiste en un
trivial cambio de términos junto a unos curiosos dibujos, sino en un desarrollo que fundamenta,
sobre asientos sélidos, las teorias de angulos, segmentos, distancia, congruencia, etc. Toda afirma-
cion de la geometria hiperbdlica tiene (asi debe serlo) su correlato en el modelo. Profundizar en los
modelos ocuparia un considerable espacio y un mayor estudio, por lo que comentaré brevemente
lo mas visual de cada uno, y luego me detendré un poco en el modelo (a)

1 De Ciencia e hipdtesis de H. Poincaré, citado en Coxeter (1971: 328).

2 Los modelos (a) y (b) estan relacionados. Véase Coxeter (1971: 328-331).



Vistazo al modelo de Beltrami-Klein

Se considera (Fig. 162) un circulo o disco abierto D, es decir, sin la circunferencia que lo limita. D
representa el plano hiperbdlico’.

Los puntos hiperbdlicos son los puntos de D. Las rectas hiperbdlicas son las cuerdas de D, que tam-
bién son abiertas, sin extremos y, por lo tanto, no tienen ni primero ni tltimo punto.

D

‘.‘__.pl L E T

FE
o~
e

(Fig. 162) El disco de Beltrami-Klein.

En la figura se han trazado las rectas MN, r = AB, BS’y AS. Estas ultimas pasan por un mismo punto
P. Vemos que AS y AB comparten el “extremo” A (que en realidad no es tal, por ser abiertas las cuer-
das). En el modelo diremos que BA // SA (nétese el orden de las letras en la notacion de las rectas).

También S’B'y AB comparten el “extremo” B; diremos que AB // $’B. {Justamente, tenemos alli las dos
paralelas hiperbdlicas a la recta r por P, y aqui vale el postulado de Lobachevski! Las flechas de la
figura muestran los sentidos de paralelismo. Entre paréntesis se indican las letras griegas Q y I', que
representan los puntos impropios donde se encuentran las paralelas, en el infinito. La linea punteada,
por lo tanto, representa los infinitos puntos impropios de las infinitas rectas-cuerdas del plano-disco.

La recta MN que no es secante con AB ni paralela a ella, es ultraparalela a AB. También son ultrapa-
ralelas a MN las rectas AS y S’B.

Este modelo se denomina proyectivo pues conserva la “rectitud” de la recta en un sentido visual; sin
embargo no mantiene el valor de los angulos entre rectas.

3 Sibien no es necesario, un circulo unitario simplifica férmulas y calculos.
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Vistazo al modelo de Poincaré del semiplano superior

En este “diccionario” el plano hiperbdlico esta representado por el semiplano abierto x > 0; en tér-
minos coloquiales: el semiplano que esta por sobre el eje x, excluyendo a dicho eje (Fig. 163).

z Q r

(Fig. 163) El semiplano superior de Poincaré.

Las rectas hiperbdlicas son semicircunferencias centradas en el eje x (como v, s, t y u) o bien semi-
rrectas verticales con origen en el eje x (como v). En la figura las rectas t y s se cortan en P.

Las rectas r y t son paralelas (las flechas indican el sentido de paralelismo) y Q es el punto impropio
que comparten en el infinito. También son paralelas s y #, u y v. £ y I son los respectivos puntos
impropios en comun. Puede verse que s y t son las dos paralelas hiperbdlicas a r por P. Ejemplos de
ultraparalelas sonryu, ty v, etc.

Este modelo se denomina conforme porque conserva los angulos entre rectas. La medida de un an-

gulo es la del que forman las tangentes a las semircunferencias en el vértice (por ejemplo, la medida
del ZQPY que determinansyt en P, es la del ZKPL“.

El modelo del disco de Poincaré

En esta representacion el plano hiperbélico es un disco o circulo abierto D. Las rectas son

a) los diametrosde D y

b) los arcos que resultan de la interseccién entre D y circunferencias ortogonales a D.

Dos curvas secantes son ortogonales si las tangentes a ambas en el punto de interseccién son per-

pendiculares. Si dos circunferencias secantes en dos puntos son ortogonales, lo son en ambos pun-
tos simultaneamente (Fig. 164).

&

=, B

|||||l"'llla{r° .

(Fig. 164) Circunferencias ortogonales.

4 Paraindagar algo mas en este modelo puede verse Smogorzhevski (1978).
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Las rectas que “comparten” un punto del “borde” son paralelas, como en el modelo de Beltrami-Klein.
En la Fig. 165 vemos las rectas s y t secantes en Py también s // ry t // r (las paralelas hiperboélicas a r
por el punto P, siendo Q y I' los puntos impropios donde concurre cada par de paralelas). Ademas

uyr, uy tson ultraparalelas (Moise, 1974: Cap. 9).

L

D
f"ﬁu&

ATILLLIL LT
an ny,

A

&

/

(Fig. 165) El disco de Poincaré.

Este modelo, como el del semiplano superior, es conforme. El angulo entre dos rectas es el que forman
sus tangentes en el punto de interseccién. Quedan otras cosas para comentar. Ahora, un breve interludio.

La funcidon de distancia

Asi como sucede con el area (véase cap. 10, pag. 186), la distancia se define como una funcién que
cumple con ciertos axiomas. Si tenemos dos puntos, A y B, de un plano, una distancia entre ellos,

muy familiar para nosotros, esta dada por la férmula

d(A,B) = \/(xl —x3)2+ (1 —¥2)% ()

siendo (x,y)y (x,,y,) las coordenadas cartesianas de A y B, respectivamente. Se trata esta de la dis-
tancia euclidiana. Esto es extensible al espacio, como se sabe, agregando una tercera coordenada,

pero nos mantendremos en el plano.

Dado un conjunto P de puntos y A, B, C, puntos cualesquiera de P, una distancia o métrica es una funcién
d:PxP—>PR

que asigna a cada par de puntos de P un ntimero real, con estas condiciones:

a)d(A, B) > 0 (la distancia nunca es negativa);

b) d(A, B) = 0siy solosiA =B [otambién d(A, A) = o];

o d(A,B) = d(B,A)

d)d(A,B) < d(A,C) + d(C, B) (esta es la desigualdad triangular).

5 Recuérdese que P x P indica el producto cartesiano de P por si mismo.
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La distancia euclidiana cumple con estos cuatro requisitos (cosa que aqui no verificaremos), pero
no debemos pensar que es la tinica distancia posible. En efecto, para el disco de Poincaré se define
una métrica que en seguida pasaremos a ver.

Distancia en el modelo de Poincaré

LT

%“H,_ F

Illllp,mlllll.l.p,l
e """‘-'.-,*.E:j
L3

My, '
IIHI.’"IIIIIIII""'“‘“““

B

n
I""lll||.r|||||||'|-l"‘

(Fig. 166)

En D (Fig. 166) consideramos la recta AB [o sea el arco (PQ de trazo continuo]. Py Q son los dos pun-
tos impropios de AB.

Se define la funcién distancia o métrica:

d(A,B) = , (2)

log [_ —

donde AP,AQ, BP, BQ, representan las longitudes euclidianas de los segmentos dibujados con li-
neas de trazos, calculadas con la formula (1)°.

El doble cociente encerrado entre corchetes se denomina “razén doble de los puntos A, B, P, Q” (en
ese orden), y se simboliza (A, B; P, Q). Los segmentos de la razén doble son orientados, por lo tanto,
establecido un sentido positivo en la recta AB, podran ser positivos o negativos los valores incluidos
en la férmula.

Con la distancia definida por (2) analizamos los axiomas (a) a (d) dela seccion anterior.
- (a) resulta de inmediato por el valor absoluto en (2).

AP AP
-Para(b):siB=A:d(4,4) = [

log =logl = 0.

- Para (0):d(4, B) =|(log(4, B; P, Q))|=

6 Mas correctamente, habria que poner los segmentos entre barras para indicar su longitud, pero es prefe-
rible no recargar la notacion.

7  Para ampliar sobre la razon doble véase, por ejemplo, Ayres (1971: cap. 2).
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AP BP AP BQ BQ AP
= log [::HZ’log[::”=|log ::”2
AQ BQ AQ BP BP AQ

-|(log (B, 4; Q, P))|=d(B, 4).

AP CP CP BP
-Para(d):d(4,C) + d(C,B)=|log [::” + |log [::” (3)

AQ CQ CQ BQ
Aplicando una propiedad del valor absoluto resulta que
AP CP CP BP
(9>log
CQ 'BQ
AP CP CP BP
=|log :::_] (propiedad de logaritmos) =
AQ CQ CQ BQ
SLEL N
=0 |— — —. —||= ==
8 AQ CP CQ BP AQ BP
AP BP
=|log :::”: d(A, B). jDemostrado!
[AQ BQ

Antes de seguir con otros analisis, veamos un ejemplo elegido arbitrariamente. Sera nuestro disco
de Poincaré un circulo abierto de radio 1, con centro en el origen de coordenadas, descripto analiti-
camente por la inecuacién

X*+y’ <L

Tomemos como recta el arco (PQ, que surge de la interseccion del disco con alguna circunferencia
ortogonal a la x> + y> =1, como puede ser la

x+2’+y’=3

(véase la Fig. 167). Los extremos del arco (jcalcule!) son los puntos

que, si bien pertenecen al plano euclidiano sobre el que se asienta el modelo, representan puntos
impropios del plano hiperbdlico.

8 Sehaelegido esa circunferencia como podria haberse escogido cualquier otra. La ecuacion fue determi-
nada con las herramientas de la geometria analitica, fijando la condicién de ser ortogonal a la x* + y* = 1.
No incluyo aqui el procedimiento, pero es un lindo ejercicio por si el lector quiere hacerlo.
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—0.2468 1

(Fig. 167)
Las abscisas x de los puntos del arco (PQ cumplen la desigualdad:
1
—E<x<\/§—2,(*)

donde V3 — 2 es aproximadamente igual a -0,268. La eleccién del arco de circunferencia ortogonal
[en nuestro ejemplo, (PQ] determina el dominio de la variable x, esto es, las abscisas de los puntos
de la recta-arco en nuestro plano cartesiano euclidiano.

Ahora vamos a establecer sobre la recta-arco PQ un sistema de coordenadas. Para ello tomemos
un punto fijo cualquiera que funcionaréa de origen. Podemos escoger cualquier punto de la cir-
cunferencia (x + 2)* + y* = 3, cuya abscisa respete la desigualdad (*). Sea nuestro origen el punto
0= (—0,3 ; V11 / 10). ;De dénde sali6? Simplemente se me ocurrio antojadizamente tomar x = —0,3
y despejar un valor de y de la ecuacién de la circunferencia citada®.

Consideramos un punto X variable y calcularemos su distancia al origen, en dos situaciones:
a) partiendo de O y aproximandose a P;

b) partiendo de O y acercandose a Q.

La distancia hiperbélica definida por (2), adaptada a nuestro anélisis resulta:

OP XP

log %%

Ahora bien, si se omite en ella el valor absoluto, se obtiene como resultado un ntimero real positivo

d(O,X) = = |10g(0)XF P; Q)l

en el caso (a), negativo en el caso (b) y cero si X coincide con O. Estos resultados bien pueden ser
considerados las coordenadas de X. Luego, si llamamos C(X) a la coordenada de X:

OP XP
C(X) = log [%ﬁ = log(0,X,P,Q).(4)

9 Digo un valor porque al despejar se obtienen dos valores opuestos de y.
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Veamos algunos niimeros en la tabla siguiente (se omite la notacion de segmentos):

Abs. X Ord.X| OP | OQ XP XQ (O,X;PQ) | dOX) | CX)

-0,3 0,33166 | -0,571 | 1,214 | -0,57057102704220800 | 1,2142739955 | 1,00000149 0,00 0,00

-0,4 0,66332 | -0,571 | 1,214 -0,22603394457470300 1,5326158757 | 3,186055403 0,50 0,50

-0,45 0,77298 | -0,571 | 1,214 | -0,10563286657096800 | 1,6397724782 | 7,294208871 0,86 0,86
-0,49 0,84847 | -0,571 | 1,214 | -0,02020776088536290 | 1,7145291628 | 39,86762366 1,60 1,60
-0,499 0,86429 | -0,571 | 1,214 | -0,00200688813838736 | 1,7303202890 | 405,1324234 2,61 2,61
-0,4999 0,86585 | -0,571 | 1,214 | -0,00020591260281970 | 1,7318800029 | 3952,105571 3,60 3,60
-0,49999 0,86601 | -0,571 | 1,214 | -0,00002236067977500 |1,7320400000 | 36397,08334 4,56 4,56
-0,499999 0,86602 | -0,571 | 1,214 | -0,00001004987562108 | 1,7320500000 | 80982,91509 4,91 4,91
-0,4999999 0,86603 | -0,571 | 1,214 | -0,00000010000000000 | 1,7320600000 | 8138729,23 6,91 6,91
-0,49999999 0,86603 | -0,57I | L,214 |-0,00000001000000000 | 1,7320600000 | 81387292,34 7,91 7,91
-0,499999999 0,86603 | -0,571 | L,2I4 | -0,00000000099999997 | 1,7320600000 | 813872945,8 8,91 8,91
-0,5 0,86603 | -0,57I | L,214 | -0,0000000001000000I | 1,7320600000 | 8138728579 9,91 9,91
-0,4999999999999 | 0,86603 | -0,571 | 1,214 | -0,00000000000009998 | 1,7320600000 | 8,14068E+12 12,91 12,91
-0,49999999999999 | 0,86603 | -0,57I | L,2I4 |-0,00000000000000999 | 1,7320600000 | 8,14525E+13 13,91 13,91

- En las columnas 1y 2 aparecen la abscisa y la ordenada de X, en el plano cartesiano del modelo; X
tiende a P sobre la recta PQ (Fig. 167).

- En las columnas 3, 4, 5 y 6, las cuatro distancias euclidianas que intervienen en la razén doble
(O,X;P,Q); esta tiltima se anota en la columna 7.

- En la columna 8: la distancia de X al origen de coordenadas, segiin la métrica establecida por (2);
véase, en el primer rengldn, que la distancia es 0 cuando coinciden X y O; como la razén doble tien-
de a +oo, también lo hacen el logaritmo y esta distancia.

- En la columna 9: el resultado de aplicar (4), lo que significa que las coordenadas de X sobre la se-

mirrecta-arco (OP son positivas. Obsérvese el aumento de C(X) a medida que X se aproxima al borde
del disco. (OP es aqui un “semieje positivo” en el sistema de coordenadas lineales establecido en (PQ.
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Ahora analicemos otra tabla calculada para X “viajando” desde O hasta Q.

Abs. X Ord.X | OP | 0OQ XP XQ (O,X;P,Q) d(0,X) | CX)
-0,3 0,33166 | -0,571 | 1,214 | -0,5705710270 | 1,21427399548043 1,000001490407140 0,00 | 0,00
-0,267949192 0,00000 | -0,571 | 1,214 | -0,8965799118 0,89657991177216 0,469887257364507 0,33 -0,33
-0,3 -0,33166 | -0,571 | 1,214 | -1,2142739955 0,57057102704221 0,220793705561023 0,66 |-0,66
-0,4 -0,66332 | -0,571 [ 1,214 | -1,5326158757 | 0,22603394457470 0,069300124036491 1,16 -L16
-0,45 -0,77298 | -0,571 [ 1,214 | -1,6397724782 0,10563286657097 0,030269771338378 1,52 -1,52
-0,49 -0,84847 | -0,571 | 1,214 | -1,7145291628 | 0,02020776088536 0,005538178962522 2,26 -2,26
-0,499 -0,86429 | -0,571 | 1,214 | -1,7303202890 | 0,00200688813839 | 0,000544992259062 3,26 -3,26
-0,4999 -0,86585 | -0,571 | 1,214 | -1,7318800029 | 0,00020591260282 | 0,000055867443492 4,25 -4,25
-0,49999 -0,86601 | -0,571 | 1,214 | -1,7320400000 | 0,00002236067978 | 0,000006066256260 5,22 -5,22
-0,499999 -0,86602 | -0,571 | 1,214 | -1,7320500000 | 0,00001004987562 | 0,000002726427350 5,56 -5,56
-0,4999999 -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,00000010000000 | 0,000000027128809 7,57 -7,57
-0,49999999 -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,00000001000000 | 0,000000002712881 8,57 -8,57
-0,499999999 -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,00000000100000 | 0,000000000271288 9,57 -9,57
-0,5 -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,00000000010000 | 0,000000000027129 | 10,57 |-10,57
-0,4999999999999 | -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,0000000000001I0 | 0,000000000000027 | 13,57 | -13,57
-0,49999999999999 | -0,86603 | -0,571 | 1,214 | -1,7320600000 | 0,00000000000001 | 0,000000000000003 | 14,57 | -14,57
Observemos:

- Nuevamente, al inicio de la tabla, sucede lo esperable: cuando X'y O coinciden, d(0,X) y C(X) valen o.

- Como detalle, se incluyd en la tabla el valor maximo de abscisa posible para el arco-recta
(PQ: V3-2 C(X) en esta posicion es —0,33.

- La razén doble tiende a o por valores positivos; luego el logaritmo en (4) tiende a —, al igual que
C(X) (columna 9). La distancia tiende a +o0. De modo que la semirrecta-arco (OQ funciona como
semieje x negativo.

Consecuencia de lo que acabamos de ver es que, aunque las rectas-cuerdas se vean finitas, por la
métrica definida tienen ciertamente longitud infinita, tal como se espera de las rectas hiperbélicas.

Si fuéramos “habitantes” de la recta moviéndonos sobre ella, jjamas llegariamos al borde del disco!

Contrariamente a lo que pueda parecer, todas las rectas-arco son equivalentes y el centro del circulo
no tiene ningun significado especial.
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Figuras en el modelo

Veamos como resultan representadas en esta construccion modélica algunas de las figuras que he-
mos estudiado. En la Fig. 168 vemos representados los siguientes objetos:

(Fig. 168)

- en (a), el tridangulo acutangulo ABC';

- en (b), el trilatero obtusangulo MNQ con angulo obtuso en el vértice M;
- en (c), el triangulo ACB rectangulo en el vértice C;

- en (d), el trilatero limite QQ’Q”;

- en (e), el cuadrilatero birrectangulo isésceles ABCD con angulos rectos en A y B (los otros angulos
son, obviamente, agudos; jdesde aqui un saludito a Saccheri!); y

- en (f), el cuadrilatero trirrectingulo ABCD con angulo agudo en C, el trilatero rectangulo MAI con
4ngulo recto en A y el trilatero doblemente asint6tico QCQ’.

Los lados de estos poligonos son partes de los arcos (o arcos completos) de circunferencias ortogo-
nales al borde del disco.

10 Sabemos que es acutangulo porque las tangentes a los arcos, en cada vértice, forman angulo agudo. Al ser
el modelo conforme, como se dijo, los dngulos quedan preservados.
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Fin de la aventura: el problema del Postulado V...
iresuelto!

Los modelos a los cuales nos hemos aproximado dan, por fin, solucién al “escandalo de la geome-
tria”. Hubo que esperar hasta fines del siglo XIX, no en vano denominado “siglo de la geometria”
(Boyer, 1996: cap. XXIV), para que quedara claro ese horizonte tanto tiempo sumido en la oscuridad.

Se dijo en el cap. 5 que para probar que un axioma A, es independiente (no deducible) de los demas
axiomasA, A, ..., A, de un sistema compatible, se debe formar un nuevo sistema, {4, A, ..., A,_,—A},
cuya consistencia debe someterse a prueba y que, si resulta compatible, eso implica la independen-
cia de A,. {Y justamente eso es lo que sucede aqui!

En efecto, en cada uno de los modelos es posible verificar el cumplimiento de todos los axiomas
de la geometria de Euclides, excepto el V (no entraré en esa prolongada tarea). Esto es: cualquier
sistema de postulados euclidianos de incidencia, orden, congruencia y continuidad, como los que
vimos, por ejemplo, en el cap. 6, es valido en las construcciones modélicas que describimos. jPero
en ninguno de los modelos se cumple el postulado euclidiano de la paralela tinica por un punto
exterior a una recta, lo que demuestra que dicho axioma es independiente! Remito al lector nueva-
mente a las Figs. 162, 163 y 165, donde se ilustra esto.

Con frecuencia este ha sido para mi un momento delicioso en mis clases, pues tuve la bendicion de
observar en la mirada de mis alumnos (al menos de aquellos que estaban al dia con la asignatura...),
luego de unos segundos de “acomodamiento de ideas”, ese destello especial, mezcla de sorpresa y
alegria por el descubrimiento de la verdad, luego del esforzado camino.

Al fin resuelto el asunto: ;postulado o teorema? jPostulado! Y es justo que haya aqui un tributo al
genio de Euclides.
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[Capitulo 12]

Una nocion de la

geometria eliptica

El postulado de Riemann

sPuede conducir la hipétesis del angulo obtuso a un sistema geométrico consistente si se
supone que la recta no es infinita? La pregunta no habria sido de interés académico, salvo
porque se cayo en la cuenta de que Saccheri dedujo interesantes consecuencias de esa hi-

potesis... (Gans, 1955: 66).

Una tercera geometria resulta de la adopcién de un nuevo postulado de paralelismo, el de Rie-

mann: por un punto exterior a una recta no existe en su plano ninguna paralela a ella. Esto es lo mismo
que afirmar que en un plano todas las rectas se cortan.

Este postulado que nos ocupa ahora es equivalente a la hipétesis del dngulo obtuso de Saccheri. El

lector recordara que en la Proposicion XIII' é] refutd tal hipétesis. Sin embargo, la refutacién falla

si se quita a la recta la propiedad de ser infinita en extension. En efecto, si las rectas fueran finitas,

nada aseguraria que se intersecten las de esa Proposicion.

También cae el argumento de Legendre del cap. 7, pag. 124, pues los lados de los triangulos en las

sucesivas construcciones realizadas no tenderian a infinito.

En 1854, no mucho después que la solucién del problema de las paralelas culminé en el
descubrimiento de la geometria hiperbdlica, la cuestioén citada arriba se hizo inevitable,
con el pronunciamiento de Riemann de que el espacio no necesita ser considerado infinito
s6lo porque parece ilimitado. La atencion se dirigi6é entonces a la consideracién de posibles
sistemas de geometria en los cuales una linea recta, aunque ilimitada, es finita en longitud.
Tal linea puede ser visualizada como un camino cerrado, tal como una circunferencia o una
elipse, que no se intersecta a si misma. Adoptando este punto de vista, los matematicos en
breve descubrieron no uno, sino dos sistemas geométricos consistentes en los que la hip6te-
sis del &ngulo obtuso de Saccheri se sostiene. Cuando se recuerda que en las geometrias eu-
clidiana e hiperbdlica la existencia de las paralelas se establece con el auxilio del supuesto
de la infinitud de la recta, no sorprende que no haya paralelas en las dos nuevas geometrias
elipticas (Gans, 1955; algunas comas son mias).

I

Proposicion XIII: “en la HAR y en la HAO el postulado V de Euclides es verdadero”.



En el texto que acabamos de leer se mencionan “dos sistemas geométricos...”. Son los que llamare-
mos geometrias elipticas “doble” y “simple”, respectivamente. Una diferencia basica es que, en la
primera, las rectas se encuentran siempre en dos puntos, mientras que en la segunda lo hacen en uno.

4 I4 .
Geometria eliptica doble
Dentro de varias posibilidades, veamos unos axiomas para introducirnos en la geometria eliptica
doble o de Riemann, de tipo esférico’. La superficie esférica sirve muy bien para modelizar es-
tos axiomas.
La recta eliptica
Axioma 1 - La recta es una linea cerrada de longitud finita y que no se corta a si misma.
Noétese que en una recta asi no se verifican los axiomas de orden lineal euclidianos. En efecto, dados
tres puntos sobre la recta cada uno de ellos yace entre los otros dos, como facilmente puede comprobar-
se marcando tres puntos sobre una linea cerrada (cap. 6, Fig. 29).
Axioma 2 — Cada par de rectas se corta en exactamente dos puntos.
En la superficie esférica podemos identificar las rectas con las circunferencias maximas. La Fig.
169 nos muestra las rectas 7, s, t, y sus puntos de interseccion cada dos de ellas. Por ejemplo, ry s se

encuentran en Ay A’

La recta, aunque finita, es ilimitada en cuanto que, moviéndonos sobre ella, nunca llegamos a un
borde, extremo o término.

i rfici r ir i iji “recta”), exi i i
Si en la superficie queremos unir dos puntos con una linea (no dijimos “recta”), existen infinitas
posibilidades de eleccién para curvas que unan esos puntos. Aceptemos el

Axioma 3 — Entre las curvas trazadas entre dos puntos del plano existe una de longitud minima.

(Fig. 169)

2 Seguiremos a Gans (1955) y Bonola (1921: cap. XII).
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Una linea con esa propiedad se denomina geodésica de ese plano. En el plano de la geometria eu-
clidiana, donde se ha definido la distancia habitual, la geodésica es la linea recta; es decir, que la
minima distancia entre dos puntos es la longitud del segmento de recta que los une. En la superficie
esférica la geodésica es la circunferencia méaxima y la minima distancia entre dos puntos es la lon-
gitud del arco de circunferencia maxima que los conecta.

La linea dada por el Axioma 3 se llamara segmento y su longitud sera la distancia entre los puntos.

Del Axioma 1 se deriva que dos puntos A y B de una recta la dividen en dos partes. Una de esas
partes sera, entonces, un segmento. En la Fig. 170 el segmento AB esta indicado con un asterisco.

®

A a

(Fig. 170)
Axioma 4 - De las dos partes en que dos puntos dividen a una recta, al menos una de ellas es un segmento.

Si las dos partes son congruentes, ambas son segmentos, y si no lo son, la menor es el segmento; de
este diremos que es tinico’.

En la Fig. 169 tenemos, por ejemplo, los dos segmentos congruentes determinados por By B’ sobre .
Si dos puntos dividen una recta en segmentos congruentes, se dicen antipodales; cada uno es anti-
podal del otro.

Axioma 5 — Un segmento cualquiera que une dos puntos esta contenido en alguna recta que pasa
por ellos.

Por lo tanto, dados dos puntos del plano, hay una recta que pasa por ellos, que es tinica siempre que
determinen un segmento nico:

Axioma 6 — Una recta que pasa por dos puntos es tinica si y solo si estos no son antipodales.
Ademas, existe un segmento tinico que une dos puntos si hay una recta tinica que los contiene. En

la Fig. 171 vemos los puntos antipodales A y A’y por ellos varias rectas 7, s, t, u, trazadas con diferentes
tipos de linea, que los contienen?. En cambio por A y B pasa solo una recta, la t.

3 Enotros textos se dice que los dos puntos dividen a la recta en dos segmentos adyacentes. Véase por ejem-
plo Bonola (1921: 356).

4 Téngase en cuenta que cada recta es una circunferencia maxima, no una elipse como puede sugerir la figura.
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AN TEE g,

£

v

(Fig. 171)
Tenemos ya mismo un teorema: si dos puntos son antipodales en una recta, lo son en cualquier otra.
Demostracion: supongamos que A y A, antipodales en 7 (Fig. 171), no fueran antipodales en otra recta
w, no trazada alli. Por Axioma 6, esa recta w seria la tinica por A y A’lo cual contradice que ellos

también estdn enr.

Ahora podemos deducir algo realmente interesante. Sean dos rectas cualesquiera r y s. Sigamos
esta argumentacion:

a) ry s se cortan mutuamente en dos puntos, digamos A y A’ por Axioma 2;

b) esos puntos determinan sobre ellas al menos un segmento por Axioma 4;

c) al haber dos rectas por A y A’ ellos necesariamente son antipodales por Axioma 6;

d) entonces no determinan un solo segmento sobre las rectas sino dos, que son congruentes.
Conclusion: jtodas las rectas se bisecan entre si y poseen igual longitud! Luego, si damos a cada
segmento en que ellas se dividen una longitud unitaria, resulta que la méaxima longitud posible de
un segmento es I, cuando sus extremos son puntos antipodales, y la longitud de toda la recta es 2.
Una recta basta para dividir el plano eliptico en dos regiones. Para ir de un punto a otro de cada
regién necesariamente se debe atravesar la recta.

Perpendiculares

Veremos a continuacién que toda recta perpendicular a otra pasa por un mismo par de puntos an-

tipodales, y es dividida por dichos puntos y esta recta en cuatro segmentos congruentes. Los puntos
de interseccion entre las rectas estan a distancia 2 de los puntos antipodales.
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(Fig. 172)

Demostracion: recordemos que todas las rectas se bisecan entre si. Sea una recta r y M un punto de
ella (Fig. 172). Por M trazamos larectas L 1 (los angulos marcados con arcos son rectos). Ambas rec-
tas también se encuentran en N, antipodal de M. Sea P el punto medio de uno de los dos segmentos
MN que quedaron determinados sobre s. Sea t la recta perpendicular a s por P, que corta a r en dos
puntos Ry Sy as en otro punto Q, antipodal de P>.

Dado que r biseca a t, se tiene que

RQ+QS=SP+PR=1¢

y como s biseca a t, se tiene que

PR+RQ=QS+SP =1

De estas ultimas igualdades se deduce que PR = RQ = QS = SP = 1/, por lo tanto, esos cua-
tro segmentos son unicos. Y como sy t bisecan a r también son tinicos y miden ¥ los segmentos

MR = NR = MS = NS.

Los triéﬂgulﬁ MPR y NPR son congruentes por criterio LAL ya que sus 4ngulos en P son rectos,
MP = NPy PR = PR. Luego ZMRP = ZNRP'y por ser adyacentes ambos son rectos’.

Si razonamos sobre los triAngulos MPS y NPS resultan congruentes y se tiene que ZMSP = Z/NSP =
IR. En pocas palabras: s y t pasan por Py Q y son perpendiculares a r en puntos ubicados a media
unidad de Py Q.

Para cualquier otra recta por P (y Q), como u (con linea punteada), puede probarse que ry s la dividen
en cuatro segmentos Unicos congruentes, de longitud %. Si u corta a r en T, los tridngulos PRT y
QRT son congruentes por LAL. Esto implica que ZPTR = ZQTR = 1Ry por lo tantou L 7.

5 Ry S no pueden coincidir con M y N pues de ser asis y t se superpondrian.

6 Enrigor el simbolo no es correcto porque una suma de segmentos no es un nimero; las que se suman son
las longitudes de esos segmentos.

7  Notese que estos tridngulos son simétricos. Dos figuras son congruentes si existe una isometria (funciéon
biyectiva que preserva las distancias) que transforma una en la otra. Luego nuestros tridngulos son con-
gruentes pues puede transformarse uno en el otro mediante la reflexiéon (o simetria axial), que es una
isometria. Véase cap. 14, pag. 252.
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Supongamos que por otro punto de r (digamos K, no puesto en la Figura 172) se traza unarectal L 7.
Al no ser Ky P antipodales la recta KP es tinica y, por lo dicho en el parrafo anterior, I y KP son la
misma recta.

También se prueba que el lugar geométrico de los puntos situados a media unidad de un punto P es
una recta perpendicular a cada recta por P.

Geometria eliptica simple

Esta geometria, también denominada de Riemann de tipo eliptico, tiene en comtin con la doble los
axiomas 1, 3, 4 y 5, y reemplaza el 2 por otro postulado. Para modelizarla sirve la superficie esférica,
aunque hay que introducirle adaptaciones.

La recta eliptica

Axioma 1 — La recta es una linea cerrada de longitud finita y que no se corta a si misma.

Axioma 2 — Cada par de rectas se corta en exactamente un punto.

El plano eliptico en este caso contiene rectas cerradas que se cortan en un punto, lo que es sorpren-
dente para nuestra intuicién, pues cuesta imaginar algo asi.

Axioma 3 — Entre las curvas trazadas entre dos puntos del plano existe una de longitud minima.

Axioma 4 — De las dos partes en que dos puntos dividen a una recta, al menos una de ellas es un
segmento (en el sentido visto en la geometria eliptica doble).

Silas dos partes son congruentes, ambas son segmentos, y si no lo son, la menor es el segmento; de
este diremos que es tunico.

Axioma 5 — Un segmento cualquiera que une dos puntos esta contenido en alguna recta que pasa
por ellos.

Un raro recurso que nos permite disfrutar del modelo que brinda la superficie esférica (como lo
hace, con fruicién, un buen matematico moderno), es considerar a cada par de puntos antipodales
como un tnico punto. Asi, exactamente una recta pasa por cada dos puntos. En la Fig. 171 A y A’ son,
con esta interpretacion, un tinico punto, que denotamos A = {4, A'}.

Esta adaptacion trae como consecuencia que la longitud de la recta se reduce a la mitad. La dis-
tancia entre dos puntos, digamos, A = {4, A"}y B = {B, B'}, es la longitud del segmento tinico que
une A (0 A) con B (0 B), y esta puede ser menor que la longitud del arco mas corto que une A con B®.

8 (Moise, 1974: Cap. 9). Por dudas en la interpretacién de “punto” véase cap. 5, pag. 77.
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(Fig. 173) Los puntos {A, A} y {B, B}.
Finalmente, ninguna recta separa al plano ya que, si se tiene una recta [ y dos puntos exteriores {4,
A%y {B, B}, siempre se podra trazar un segmento que una {A, A} con {B, B} sin cortar a [, tal como se

muestra en la Fig. 173, donde el segmento-arco (AB’se marc con un asterisco’. Para separar el plano
eliptico se necesitan dos rectas.

Perpendiculares, polos y polares

Distancia polar de g

(Fig. 174)

Ahora volvemos a la denominacion sencilla de los puntos. Se prueba, de forma similar a lo visto en
la geometria eliptica doble, que las perpendiculares a una recta p pasan por un mismo punto Py
tienen la misma longitud (Fig. 174). Esa longitud es denominada distancia polar de la recta p; al punto
P se lo llama el polo de p y a la recta p, la polar de P.

Si una recta q (con linea punteada), cuyo polo es Q, pasa por el polo de p, entonces Q pertenece a p.
Esto es asi porque la perpendicular a g trazada por P (senalada con *) cortaap en Q, y este es el polo
de g pues en él se encuentran dos perpendiculares a g.

Suma de angulos de poligonos

Dado que las rectas son finitas, las figuras no pueden tener extension arbitraria. La semirrecta juega
un papel particular en lo que sigue. Nétese que no se dijo “una” semirrecta, puesto que al ser todas
las rectas de igual longitud, aquel término puesto en cursiva indica, literalmente, media recta. Lue-
go todas las semirrectas son idénticas en longitud, una suerte de unidad de medida.

En un tridngulo rectangulo, el angulo opuesto a un cateto es agudo, recto u obtuso, segiin que ese
cateto sea menor, igual o mayor que la semirrecta.

9 Cumple el mismo objetivo el arco-segmento A’B congruente con el AB’.
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(Fig.175)
Demostracion: (Fig. 175). Sean el tridngulo BCA rectangulo en C'y P el polo de AC. Esto ultimo im-
plica queZCBP = 1R y que CP es congruente con la semirrecta. Unimos B con P. Consideramos el
cateto CA y el ZCBA opuesto a él.
La posicion de A puede darse dentro de tres posibilidades:
a) C-A-P (como en la figura), en este caso CA < CP;
b) A coincidente con P, es decir CA = ﬁ; o

¢) A situado en la prolongacion de CP, y CA > CP.

En el caso b) se tieneZCBA =ZCBP = 1R. Luego, para la situacion a) esZCBA agudo y para c),
ZCBA obtuso.

El reciproco también es cierto, pero se omite la prueba.

Veremos en seguida que la suma de los angulos de un triangulo es mayor que 2R.

c N A F

(Fig. 176)

Demostracion: comencemos con triangulos rectangulos. Obviamente, para los casos b) y ¢) reciente-
mente vistos, el teorema es cierto. Resta analizar el caso en que los dos catetos son menores que una
semirrecta. Sea el BCA rectangulo en C (Fig. 176). Se traza el punto medio M de la hipotenusa AB 'y
por él se dibuja la perpendicular MN a CA. Sean P el polo de MN y K el punto de interseccion entre
PBy MN. Noétese que el ZMKP es recto (aunque usted no lo vea..., esto es porque P es polo de MN).

Los triangulos MNA y MKB son congruentes por ser rectangulos y ser, ademas, Z/NMA =ZKMB 'y
AM = MB (Euclides .26, jqué increible usar esto aqui!). De esto surge que

ZMAN =ZMBK. (1)
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Sumando a cada miembro de (1) el ZABC, queda
Z/ABC +/MAN = /PBC,

o sea

ZABC +£BAC = ZPBC. (2)

En el tridngulo rectdngulo BCP se tiene que PC = PN + NC es mayor que una semirrecta’, razon
por la cual ZPBC > 1R. Luego, de (2) surge que

ZABC +£BAC > 1R,
y en el tridngulo BCA queda probado que S, > 2R.
Ahora se completa la demostracién para un triangulo cualquiera, como el DEF de la Fig. 177. Si tie-

ne dos dngulos rectos u obtusos el teorema queda probado. Supongamos, entonces, que tiene dos
4ngulos agudosen Ey F.

D

[y
y
br

(Fig. 177)

Sea DH la perpendicular a EF por D. En el triangulo DHE se tiene:/DEH +ZEDH > IR (3), y en el
DHF:/DFH +ZHDF > 1R (4).

Sumando miembro a miembro (3) y (4) resulta que la S, del DEF supera a 2R.

El teorema demostrado nos indica que en esta geometria... jfalla Euclides I.17! También nos lleva a
otras cosas, como que en un poligono de n lados es S, > 2R(n—2) y S, < 4R, y que en un cuadrilatero
trirrectangulo el cuarto angulo es obtuso.

Se define el exceso angular como

=5, -2R(n-2).

El exceso posee propiedades analogas a las del defecto de la geometria hiperbdlica (véase cap. 10
pag. 184) y se lo toma (0 a un ntimero proporcional a él) como area de los poligonos.

Concluimos aqui esta brevisima incursién por la geometria sin paralelas.

10 Note que PN es, justamente, una semirrecta, por ser P polo de MN.
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El porqué de unas denominaciones

Enlanotai1s del cap. 5y en el cap. 9 dijimos que la geometria euclidiana se denomina también para-
bélica. Encontramos la razén de ser de esto en la geometria proyectiva: la parabola, en este campo, es
una cénica con un punto en el infinito, tal como la recta euclidiana. Por analogia, como la hipérbola
tiene dos puntos en el infinito (como la recta hiperbélica) y la elipse ninguno (como la recta eliptica),
reciben los nombres de hiperbdlica y eliptica nuestras geometrias no euclidianas.

No obstante, en el plano proyectivo todas las cénicas son equivalentes. jHe aqui otro territorio in-
menso para explorar!
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[Capitulo 13]

Geometrias no euclidianas
e interrogantes

Las obras de Lobachevski y Bolyai no tuvieron, en un principio, aquella acogida que tantos
siglos de lenta y continua preparacion parecian prometer. Esto, sin embargo, no debe ma-
ravillarnos, porque la historia de la ciencia nos ensefia que toda mudanza radical en cada
disciplina no borra con un rasgo las convicciones y prejuicios sobre los cuales los estudiosos

y los pensadores edificaron, a través de un largo periodo, sus doctrinas (Bonola, 1921: 282).

Impacto inicial

Asi como nos surgi6 un sentimiento de extrafieza ante los teoremas de las geometrias no euclidia-
nas, por refiirse con nuestra intuicién y experiencia, sucedié lo mismo a los matematicos cuando
esas geometrias salieron a escena a mediados del S. XIX. Era natural que asi fuera, dado que se
consideraba que la realidad se ajustaba a la inmemorial geometria de Euclides. El mismo Gauss,
que habia descubierto por su cuenta la geometria hiperbdlica, prefirié no publicar nada por no
considerar maduros los tiempos para recibirla.

Puede tomar mucho tiempo antes de que haga publicas mis investigaciones al respecto.
De hecho, puede que no ocurra mientras sigo vivo, ya que temo el clamor de los beocios si
llegase a expresar mis puntos de vista completamente'.

La geometria hiperbolica fue la primera en surgir y, aunque fue anticipada por Saccheri, apenas fue
visible en su momento. Tampoco se visibilizoé por Gauss, quien no la public6, como se dijo. Las pri-
meras exposiciones publicas de esta nueva geometria se debieron a Lobachevski y Janos Bolyai en
sendas obras: Geometria imaginaria o Pangeometria y Ciencia absoluta del espacio®. Sin embargo, la di-
fusidén de estos trabajos se vio afectada por estar escritos en idiomas no muy populares en el ambito
cientifico: ruso y hiingaro. Lo mismo que por sus autores, no muy conocidos, y por un ingrediente
cultural impensado: la filosofia kantiana, en un sentido que luego intentaré aclarar?.

Las geometrias no euclidianas plantearon interrogantes profundos en la matematica y en areas
del conocimiento fuera de ella, como la fisica y la filosofia. Algunas cuestiones han sido resueltas.
Otras son apasionantes “puertas” que nos invitan a abrirlas y a acceder a su través hacia areas poco
exploradas o atin sin respuestas definitivas.

1 Fragmento de una carta de Gauss a Friedrich Bessel (1784-1846), citado en Falk (1995) y tomado a su vez de
Morris Kline: Mathematics: The Loss of Certainty y David Burton: The History of Mathematics.

2 El tratado de Bolyai constituyb un apéndice (de largo titulo) a una obra de su padre; tal apéndice resulté
ser a la larga mas importante que la obra paterna. Véase cap. 10, pag. 175.

3 Immanuel Kant (1724-1804) fue un filésofo alemén de enorme influencia. Su complejo pensamiento, par-
ticularmente en teoria del conocimiento, ain hoy hace sentir sus efectos.

[229]



2’ .
Interrogantes en la matematica
La geometria euclidiana tuvo que dejar su lugar de tinica protagonista, para compartir espacio con
las geometrias hiperbdlica y eliptica, las que quedaron afincadas firmemente, dada su probada con-
sistencia. Resultado de esta triparticion fue la aparicién, en la ciencia matematica, de teoremas
mutuamente excluyentes. Consideremos, por ejemplo, estos tres:
I-La suma de los dngulos interiores de un triangulo es igual a dos rectos.
II-La suma de los angulos interiores de un tridngulo es menor que dos rectos.
I1I-La suma de los 4ngulos interiores de un tridngulo es mayor que dos rectos.
;Coémo puede ser que los tres teoremas coexistan dentro de la matematica, siendo todos ellos obte-
nidos legitimamente de deducciones correctas? ;Cuél de todos es el verdadero? Una pregunta como
la illtima tiene un matiz metafisico, que era hasta inconscientemente supuesto en los albores de las
nuevas geometrias.
Este asunto afortunadamente fue solucionado con rapidez, cuando se estableci6 con claridad que
los enunciados matematicos no tienen significado ontoldgico. La respuesta al interrogante es que
los teoremas I, II y III, son ciertos dentro de algtin desarrollo deductivo que parte de ciertos axio-
mas. Por ejemplo II es “verdadero” (o sea que puede deducirse de los axiomas) en la geometria

hiperbélica y es “falso” en las otras dos (véase cap. 5, pag. 92).

Un hallazgo vino a reforzar la idea de igualdad de valor de las tres geometrias: sus consistencias
estan ligadas. Veamos un ejemplo simple que nos ilustrara sobre esto (Guasco et al.,1996: 156 y ss.):

Se establece primeramente una interpretacion, traduccion o “diccionario”, de entes geométricos
que se expone en la siguiente correspondencia:

Plano — Superficie esférica.

Punto — Par de puntos antipodales de la superficie esférica.

Recta — Circunferencia maxima.

Angulo — Diedro (Fig. 178 a).

Circunferencia — Par de circunferencias con puntos mutuamente antipodales (Fig. 178 b).

Segmento — Par de arcos antipodales (Fig. 178 ). Estos arcos, por la interpretacién dada de recta, son
arcos de una circunferencia maxima.
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(a) (b) ic)

(Fig. 178)
Ahora aceptamos el sistema de axiomas {A, A , A}, A4} siendo:

A ~Dos puntos distintos determinan una tnica recta a la que pertenecen.

A ~Los angulos rectos son congruentes.

A,-Dados un punto y un segmento, se puede trazar una circunferencia con centro en el punto y
radio congruente con el segmento.

A,~Dos rectas se cortan siempre en un punto.

Puede apreciarse que los tres axiomas primeros coinciden con postulados de Euclides (véase cap. 4,

pag. 62), mientras que el cuarto equivale al de Riemann; esto manifiesta que nuestro sistema corres-
ponde a una geometria no euclidiana.

La traduccién del Axioma I con la correspondencia establecida es: dos pares distintos de puntos anti-
podales determinan una vnica circunferencia mdxima a la que pertenecen, enunciado que es un teorema
de geometria euclidiana y que denotaremos T . La prueba euclidiana es la que sigue:

Demostracion: sean A 'y A, By B’, los pares de puntos antipodales (Fig. 179 a). Luego, las rectas AA’y

BB’ se cortan en el centro de la esfera y por ellas pasa un tinico plano, el cual intersecta a la superfi-
cie esférica en una circunferencia maxima tnica.

-I"i

ORI LT
...-ill"

L)

-

L)
W

Ll "ekpnpaamt

(Fig. 179)

El Axioma 2, traducido, es: los diedros rectos son iguales. Esta afirmacién también se demuestra en la
geometria euclidiana y la llamaremos T .
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Al traducir el Axioma 3 nos da el enunciado (engorroso) de otro teorema euclidiano, T, (Fig. 179
b): dados dos puntos antipodales (K, K’), extremos respectivos de un par de arcos antipodales [(KA,
(KA, se pueden trazar dos circunferencias con puntos mutuamente antipodales tales que sus pun-
tos equidistan de los otros extremos de los arcos (4, A).

Finalmente, el Axioma 4 convertido con el diccionario queda: dos circunferencias mdximas se cortan
siempre en un par de puntos antipodales, teorema euclidiano también, por nosotros denotado T,.

Supongamos ahora que
{A,A,A,A}:T,

A s L
donde T es un teorema surgido de esos axiomas. Aplicando el diccionario a esto nos queda
{T7T)T)T}:>T’)

P2 T3 Ty
siendo T” un teorema de la geometria euclidiana. El sistema {T, T, TS, T4} es una geometria eu-
clidiana, donde los enunciados T a T, trabajan de axiomas*. Esta situacion especular entre ambos
sistemas axiomaticos tiene la importante consecuencia de que si fuera inconsistente la geometria no

euclidiana que surge del primer sistema, también lo seria la euclidiana del sequndo sistema. Las consisten-
cias de ambas geometrias estan casadas.

La pseudoesfera

b=

-1_,,‘&7““

(Fig. 180) Generacion de la tractriz.

X

Considérese un objeto P en el eje y (Fig. 180) unido a un objeto Q con una varilla rigida PQ. Si Q
se desliza hacia la derecha sobre el eje x, ;qué trayectoria sigue el objeto P? La respuesta, conocida
desde el siglo XVII, es que P describe una curva: la tractriz, también llamada equitangencial, porque
los segmentos de tangente a ella, desde el punto de tangencia hasta la asintota (en este caso el eje
x), son de igual longitud, la de W

En la Fig. 180 solo se muestra la mitad de una tractriz. Si se considera el movimiento de Q hacia
la izquierda sobre el semieje negativo x, se obtiene la parte faltante, simétrica de la que muestra
la figura.

4 Esta es una situacion simplificada de la cual interesan, mas que nada, las ideas. Obviamente los axiomas
T, aT, son insuficientes para fundamentar la geometria euclidiana.
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Un nombre curioso y doméstico de la tractriz es “curva del perro”, que proviene de suponer que hay
un perro en P (Pichi) y un apetitoso hueso cerca de su alcance (pero no lo alcanza, pues si lo hiciera
toda esta explicacioén no tendria sentido). Q (Quasimodo) es el duefio del can y decide alejarse, cami-
nando por el eje x, arrastrando al animal con una cuerda de longitud fija. El perro, atraido por el seo
manjar, mantiene la cuerda tirante todo el tiempo en su afan de conseguirlo, y describe, por lo tanto,
una tractriz. Estamos ante un aporte perruno a la geometria. Bien se merece que le den el hueso’.

La ecuacidn cartesiana de la tractriz es

2 _ 2
R b G Wl

y

x =aln

donde a es la longitud del segmento fijo (o de la varilla rigida, o de la cuerda de Pichi). Si usted quie-
re graficarla, asignele valores a y, cono <y <a.

Tomemos ahora una tractriz y hagdmosla girar en torno a su asintota. Se genera asi una superficie de
revolucion, la pseudoesfera, o “falsa esfera”. En la Fig. 181 se representa una pseudoesfera de radio r.

(Fig. 181) La pseudoesfera.

Esta superficie posee algunas caracteristicas similares a la de la superficie esférica, de alli su nom-
bre: tiene la misma superficie finita, 4nr?, y encierra un volumen finito igual a la mitad del volumen
de la superficie esférica: */ nr’.

Si bien el concepto de curvatura, propio de la geometria diferencial, escapa a nuestros objetivos
menciono para quien desee profundizar que la pseudoesfera tiene curvatura constante negativa vy,
en porciones acotadas, resulta valida sobre ella la geometria hiperbélica’. Se dice que en ella es “lo-
calmente valida” la geometria hiperbdlica. En lo que refiere a validez de geometrias, de forma anélo-
ga sucede con la superficie esférica: tiene curvatura constante positiva y es localmente valida para la
geometria eliptica. El plano, por tltimo, tiene curvatura nula y vale sobre él la geometria euclidiana.

5 Latractriz es un ejemplo de las llamadas curvas “de persecucién” y también de las curvas “mecénicas”.
6 El prefijo griego pseudo significa “falso”.

7  Otro ejemplo de superficie con curvatura negativa, frecuentemente presentada en las explicaciones, es el
paraboloide hiperbélico (o “silla de montar”).
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Interrogantes en la fisica y la filosofia

Su descubrimiento ponia en verdaderos apuros: ;qué hacer con estas nuevas geometrias?
sCudl seria su efecto respecto de la vieja y tradicional? Puesto que no se trataba de geometrias
contradictorias, ;cual resultaba la verdadera? Los hombres habian aceptado siempre gratuita-

mente que vivian en un universo euclideo. ;Seguia esto siendo valido? (Hausmann, 1968: 56).

Una era la geometria y ella era la que representaba el espacio fisico. Mas, al aparecer las extranas
hermanas no euclidianas, la cuestion surgi6 naturalmente: ;qué geometria corresponde al espacio
donde nos movemos? Este interrogante pertenece tanto a la fisica como a la filosofia; la primera
busca que sus leyes estén correctamente enmarcadas, y una descripcién matematica del espacio
de los fendmenos es necesaria; la segunda procura el conocimiento mas completo de la naturaleza,
por el conocimiento mismo y distintamente que la ciencia (véase cap. 2, pag. 39).

Geometria y fisica

Cuando el mundo fisico es visto al modo euclidiano, una superficie plana como la de un
pizarrén, una mesa, o una piscina, es concebida como una pequenia y algo imperfecta por-
cién de una superficie plana ideal de extension infinita. Por lo tanto, aunque las trayectorias
rectas en esas superficies fisicas, por ejemplo, trazos con regla en un pizarrén, son necesa-
riamente finitas en extension, las imaginamos como partes de trayectorias rectas infinitas,
y que por ello cumplen las proposiciones de la geometria de Euclides. Cuando las cosas
se ven a la manera hiperbdlica, sin embargo, el mismo pizarrén puede ser concebido, con
igual correccién, como una diminuta parte de una enorme pseudoesfera, y los mismos tra-
zados se ajustan a la geometria hiperbdlica, por lo que dentro de regiones limitadas ambos

sistemas son igualmente validos.

Pero estos dos sistemas no agotan las maneras en que podemos ver el mundo fisico. Nuestro
pizarrén puede imaginarse como una parte pequena de muchas otras superficies, y sus tra-
zados como tema de varias geometrias de las trayectorias minimas en esas superficies. Entre
superficies tales, las esferas son las mas simples; sobre ellas los caminos minimos son curvas
cerradas de gran extension. Asociadas con esas superficies, entonces, hay geometrias, inclu-
yendo las de tipo eliptico, en las que la recta es ilimitada aunque finita, en acuerdo con las
ideas de Riemann. Asi, en adicion a los modos euclidiano e hiperbdlico de racionalizacion
del pizarrén y sus reglas (o cualquier superficie fisica plana y sus trayectorias rectas) tenemos
también el riemanniano. De hecho, el dltimo tiene mas sentido que los otros dos si el universo

es de extension limitada y no suficientemente “espacioso” para sus lineas rectas (Gans, 1955).

Esto nos esta diciendo que nuestra percepcion no es suficiente para descubrir la geometria del
mundo fisico, pues si bien los ingenieros al disefiar edificios y puentes utilizan la geometria eucli-
diana, son las pequefias dimensiones en las que nos movemos las que provocan la aplicabilidad de
los Elementos de Euclides a nuestros problemas cotidianos. De hecho, si lo pensamos bien, vivimos
sobre una enorme esfera® cuyo radio mide, aproximadamente, 6370 km. Nuestra percepcion diaria
es que vivimos sobre un plano.

8 Sabido es que la forma real de la Tierra no es esférica, aunque se le aproxima.
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Un aspecto interesante del asunto es el que tiene relacion con el parametro k que aparece en las
féormulas de geometria hiperbélica (véase cap. 10 pp. 194 y 198). En un terreno experimental, Lobache-
vski aplico la nueva trigonometria hiperbdlica a un inmenso y real tridngulo rectangulo ABC, con
el cateto BC = a = didmetro de la 6rbita terrestre en torno al Sol° y el vértice A en una estrella fija
en direccién perpendicular a BC. De sus calculos, aplicados a la paralaje de la estrella Sirio® y que
aqui no incluiré, obtuvo que la relacion entre a y k es

a

% < 0,000006012.
Si bien esto no le permitié calcular k, si le asegurd que k es enorme comparado con a, diametro de
la 6rbita terrestre. Para paralajes medidos mas pequenos (lo que implica que las estrellas son atin
mas lejanas) k seria ain mayor.

Para que en el espacio fisico fuese valida la Geometria euclidea, y por consiguiente el pos-
tulado V, deberia ser k infinito, o lo que es lo mismo, deberian existir estrellas con paralajes
tan pequenas como se quiera.

Ahora, una respuesta a la tiltima cuestion [la existencia de esas estrellas] se comprende que
no podremos darla nunca, puesto que las observaciones astronémicas seran siempre limi-
tadas. Sea como quiera, dada la enorme magnitud de k respecto a las lineas directamente
medibles, deberemos, con Lobachevski, suponer valida en el campo experimental la hipé-
tesis euclidea (Bonola, 1945: 100)".

En torno a este problema, una temprana ocurrencia empirica es medir y sumar los &ngulos de un
tridngulo fisico, es decir, determinado por objetos reales, y cotejar el resultado obtenido con 2R para
ver si es mayor, igual o menor que esa cantidad, y decidir asi cual de las tres geometrias “se cumple”.
Pero el tamarfio es determinante:

Las observaciones astronémicas indican que la deficiencia de un tridngulo, con lados casi
iguales a la distancia de la Tierra al Sol, no puede ser superior a 0,00003”. Ahora, si en
lugar de un tridngulo astronémico considerdsemos un tridngulo terrestre, con los dngulos
accesibles a las medidas directas, en virtud del principio de proporcionalidad entre el area
y la deficiencia, la eventual deficiencia de tal tridngulo entraria necesariamente en los limi-
tes de los errores experimentales; asi que, experimentalmente, podremos suponer que la
deficiencia en cuestién sea nula, y, por consiguiente, sea valido en el campo experimental el

postulado euclideo (Bonola, 1945: 101).

9 a mide unos 300.000.000 km.

10 Sirio es una estrella situada a unos 8,6 afios luz de la Tierra. Por lo tanto, el cateto AB del tridngulo ABC
considerado mide unos 8,6 x 9,5 x 10” km. {Termine usted el calculo! Paralaje: “Diferencia entre las posi-
ciones aparentes que en la béveda celeste tiene un astro, segtin el punto desde donde se supone observa-
do” (DLE). Cuanto mas lejano esta el objeto, menor es su paralaje. Los astronomos expresan las paralajes
en unidades angulares. Apreciamos paralajes cuando viajamos por una ruta en auto. Los objetos mas
lejanos parecen moverse mas lentamente (menor paralaje) en relacién al fondo de la escena, que los méas
cercanos (mayor paralaje).

11 Teniendo en cuenta que la obra de Bonola es ya una antigtiedad, no me atrevo a afirmar que el dato numé-
rico que he presentado para a/k atin sea valido. Sin embargo la prioridad no es el dato exacto; la esencia de
los razonamientos se mantiene y las paralajes de las estrellas siguen siendo pequenisimas, obviamente.
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Por lo tanto, el tridngulo a utilizar en un experimento fisico debe ser de tamafo enorme, incluso de
dimensiones astrondmicas importantes. Y se anade aqui el “detalle” no menor de los errores inheren-
tes a todo proceso de medicion, los cuales no pueden eliminarse. Asi que estamos ante esta situacion:

- Sila suma de angulos del triAngulo fuera menor o mayor que 2R, y esa diferencia no fuera atribui-
ble a los errores de medicién, quedaria probado que la geometria del espacio es hiperbdlica o elip-
tica, respectivamente. Esto pasaria, por ejemplo, si el maximo error posible de medicién por cada
angulo fuera 0,001” (y, por los tres, 0,003”) y la suma S, diera, digamos, 179° 59’ 59,99”. La diferencia
con 2R, 0,017, es mucho mayor que 0,003, y aqui la geometria seria hiperbdlica (Moise, 1974: 166).

- Como la suma de angulos del triAngulo es exactamente 2R en la geometria euclidiana, angustiosa-
mente tenemos que admitir que, de ser esta la geometria del mundo fisico, nunca lo podremos saber
experimentalmente. En efecto, el error de medicion nunca sera cero y, por ende, nunca la medicién
dara precisamente 2R. ;Qué tal?

Si en el futuro los avances de la tecnologia hacen posible una mayor precisién en las mediciones
angulares, a lo sumo podremos descubrir si la geometria del mundo fisico es hiperbélica o eliptica.

Otra arista de esta discusion es la aplicacion de la matematica a la fisica como factor de decision
de cual geometria “vale” en el universo; podriamos decir que vale la euclidiana porque es la que
funciona. Estd demostrado que tanto la geometria hiperbdlica como la eliptica, se aproximan a la
euclidiana en entornos infinitesimales, de alli la validez habitual e instrumental de la geometria
de Euclides.

Y debemos decir que ambas geometrias no euclidianas tienen aplicaciones en fisica, prestando un
andamiaje matematico en la teoria de la relatividad de Einstein.

Si la teoria de la relatividad segiin Einstein proporciona un panorama exacto del universo
fisico, entonces la geometria de este universo es no euclidea puesto que tal es la geometria
esencial a aquella teoria (Hausmann, 1968: 58)™.

;O habra en el universo regiones donde valga una u otra geometria, mientras en otras partes se

verifiquen geometrias diferentes?

Geometria y filosofia

(...) la mente kantiana es esclava de la geometria euclidiana (Falk, 1995: 104).

Es indudable que la geometria no euclidiana incidi6 sobre la filosofia de Kant. En efecto, en lo que
respecta a su teoria del conocimiento®, significé un duro golpe para la postura del filésofo.

Un conocimiento verdadero para Kant es aquel del cual puede afirmarse que es universal y necesa-
rio. En la Europa de la época de Kant habia dos corrientes gnoseoldgicas principales:

12 Albert Einstein (1879-1955). Véase pag. 19 en las “Consideraciones preliminares” de este libro.

13 Lateoria del conocimiento se denomina “gnoseologia” (del griego gnosis = conocimiento, logos = tratado).
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- el empirismo, segtin el cual todo conocimiento se genera a partir de la experiencia y no hay verda-
des necesarias sino solo verdades de hecho, y

- el racionalismo, para el cual el conocimiento procede del pensamiento auténomo.
Exponentes principales de la primera escuela fueron Hume y Locke; de la segunda, Leibniz y Wolff.

Kant admite por lo pronto que todo conocimiento comienza con la experiencia. Pero indica
a la vez que no todo él procede de la experiencia. Ello significa que la explicacién genética
del conocimiento, al modo de Hume, no es para Kant totalmente satisfactoria: resolver la
cuestion del origen no es todavia resolver el problema de la validez; pues la experiencia no
puede por si sola otorgar necesidad y universalidad a las proposiciones de que se compone
la ciencia y, en general, todo saber que aspire a ser riguroso. Es necesario preguntarse, pues,
cémo es posible la experiencia, es decir, encontrar el fundamento de la posibilidad de toda

experiencia (Ferrater Mora, 1994: 1989).

Si llamamos “juicios” a los enunciados que afirman o niegan algo sobre alguna cosa, es decir, que
constan de un sujeto y un predicado, hay:

- Juicios analiticos, que son aquellos cuyo predicado esta contenido en el sujeto. Esta caracteristica
les da certeza, pero son vacios, porque “no producen nada nuevo”; ellos explican lo que ya se encon-
traba implicado en la misma nocion del sujeto. Ejemplo: “el ser existe”.

- Juicios sintéticos, en los que el predicado no estd contenido en el sujeto. Por tanto no son vacios,
pero su certeza no estd asegurada. Estos juicios anaden informacién sobre el sujeto. Ejemplo: “el
agua hierve a 100 °C”.
También los juicios pueden ser:
- A priori, o independientes de la experiencia; son universales y necesarios.
- A posteriori, o que se fundan en la experiencia (Ferrater Mora, 1994: 1990).
Los juicios analiticos son todos a priori; los sintéticos son a posteriori. Kant introduce otra clase de
juicios, los sintéticos a priori, para poder explicar y fundamentar la legitimidad de los juicios de la
matematica y de la fisica. Esto, como es de suponer no fue unidnimemente aceptado. Por otra parte,
no hay juicios analiticos a posteriori.
De la matematica dice Kant:

Aqui hay una gran y establecida rama del conocimiento... (que) lleva consigo una certeza

apodictica, es decir, necesidad absoluta, que por ende no descansa sobre bases empiricas. En
consecuencia es un producto puro del razonamiento y es, ademas, completamente sintética.

14 David Hume (1711-1776), John Locke (1632-1704), Gottfried Leibniz (1646-1716), Christian Wolff (1679-1754).
En realidad, ambas corrientes filosoficas, con defensores, detractores, y variados matices, han existido a
lo largo de la historia del pensamiento desde la Antigiiedad hasta nuestros dias.
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sComo es posible que la razén humana puede producir una cognicién de esta naturaleza

enteramente a priori?

sNo presupone esta facultad (que procede de la matematica), ya que ni es ni puede ser ba-
sada en la experiencia, algin fundamento de cognicién a priori, que yace profundamente
escondido, pero que podria revelarse en sus efectos, si sus primeros inicios se indagaran

diligentemente? (Falk, 1995: 101).

Pues bien, este “fundamento de cognicién” Kant lo coloca en ciertos elementos a priori o “formas
puras de la sensibilidad”: el espacio y el tiempo, que no proceden de la experiencia pero que la posi-
bilitan. Leemos en Falk:

Kant estuvo de acuerdo con que todo conocimiento comienza con la experiencia externa,
ya que alguna sensacioén debe preceder e impulsar las operaciones del pensamiento; pero
la mente puede actuar sobre las impresiones de los sentidos solamente porque ya esta do-
tada con “intuiciones” de espacio y tiempo, que son independientes de la experienciay dan

forma a ella.

A partir de esta opinidn resulta que los principios de la geometria del espacio euclidiano consti-
tuyen una necesidad inevitable del pensamiento. Lo que sigue es, en mi opinién, de mucho peso:

... este espacio mental hace posible el espacio fisico,... este espacio puro no es de ninguna
manera una cualidad de las cosas en si mismas, sino una forma de nuestra facultad sensible
de representacions;... todos los objetos del espacio son meras apariencias... no cosas en si,
sino representaciones de nuestra intuicion sensible.

El pensamiento kantiano se extendié también a la fisica. En época de Kant era visible la exitosa fisica
newtoniana. Llegd incluso a considerar tan necesaria la mecanica newtoniana como la matematica:

Kant afirmé haber deducido las leyes del movimiento de Newton de la razén pura y reclamé
que ellas son las tinicas suposiciones bajo las cuales la naturaleza es comprensible (Falk,
1995: 103 Y SS.).

Volviendo a las leyes de la geometria, estas son segiin Kant como un mecanismo del hombre para
racionalizar las sensaciones. Asi se comprende claramente por qué las geometrias no euclidianas
pusieron en duda el mismo nucleo de la teoria kantiana del conocimiento. Por otra parte, inquieta
pensar que, tal vez, uno de los motivos que llevaron a Gauss a no publicar sus hallazgos sobre la
nueva geometria, fue que no se sinti6é en condiciones, o con ganas, de retar a la imponente concep-
cién del filésofo de Konisberg®.

15 Konisberg es famosa por ser la ciudad de los siete puentes, que estimularon a Euler para obtener resulta-
dos sobre teoria de grafos.
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[Capitulo 14]

Otras organizaciones de la
geometria de Euclides

Si bien hemos presentado hasta aqui diferentes esquemas de organizacién de la geometria eucli-
diana, a saber: el de los Elementos, el de Hilbert y, con ligeras referencias, el que surge de los axiomas
de Pasch-Rey Pastor, vale mencionar con algtin detalle otras organizaciones axiomaticas de la geo-
metria de Euclides, con el afan de hacer notar como a través de puntos de vista diversos se puede
acceder a un mismo conjunto de verdades.

El enfoque de Pedro Puig Adam

Lo interesante de la propuesta de este matematico espafiol (1900-1960), contenida en la obra en
dos tomos Curso de geometria métrica, es la utilizacién del movimiento geométrico. Dicho trabajo,
aunque pensado principalmente para técnicos e ingenieros, no renuncia al rigor en su exposicion.
Nos dice este autor:

Yo en la eleccién de axiomas hube de preferir los que establecen las propiedades generales
del movimiento a los que postulan las particulares de la congruencia de segmentos y an-
gulos... Tales axiomas conducen invariablemente a la “triangulacién” de la Geometria, al
rigido reticulado euclideo cuyas mallas triangulares aprisionan las figuras dictando leyes
de igualdad y proporcion. Mas educativo parece, (...) caracterizar desde un principio los
movimientos, las transformaciones tipicas de la Geometria y ligar a cada figura aquellas
transformaciones que ponen de manifiesto sus propiedades (Puig Adam, 1981: VI).

Puig Adam adopta y adapta los cinco grupos de axiomas de Hilbert. Sus grupos son: existencia-en-
lace, orden-separacién, movimiento-congruencia, paralelismo y continuidad.

A continuacién resefio los principales puntos de interés.
I) Axiomas de existencia-enlace:

Ax. I, 1 — Reconocemos la existencia de infinitos entes llamados puntos, cuyo conjunto llamare-
mos espacio.

Ax.1, 2 - Los puntos del espacio se consideran agrupados en ciertos conjuntos parciales de infinitos
puntos llamados planos, y los de cada plano en otros conjuntos parciales de infinitos puntos llama-

dos rectas.

De este axioma surge que fuera de cada recta y de cada plano existen otros puntos. La clave esta en
la palabra “parciales”. Sigamos.
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Ax. ], 3 — Por dos puntos distintos pasa una recta y solo una.
Ax. 1, 4 - Por tres puntos no alineados pasa un plano y solo uno.

Ax. ], 5 — Si dos puntos de una recta estan en un plano, todos los demas puntos de la recta lo es-
tan también.

II) Axiomas de orden-separacion:
Es necesaria la siguiente definicién: un conjunto de elementos esta linealmente ordenado si es posible
relacionar sus elementos con la relacion “preceder”, tal que dados dos elementos A y B, “A precede a B”

0 ‘B precede aA”, y si A precede a B’y “B precede a (un tercer elemento) C”, entonces ‘A precede a C”.

Ax.II,1- Larecta es un conjunto linealmente ordenado de puntos que no tiene ni primero ni altimo
punto, y en el que no hay puntos consecutivos'.

Una forma alternativa de este axioma es: La recta es un conjunto de puntos linealmente ordenado,
abierto y denso.

Se definen en seguida semirrecta y segmento, ya que los axiomas precedentes lo permiten. No incluyo
aqui las definiciones.

Ax.1], 2 - (Axioma de la divisién del plano) Toda recta de un plano establece una clasificacién de los
puntos no contenidos en ella en dos tinicas clases o regiones tales que:

- Todo punto exterior a la recta pertenece a una u otra region.
- El segmento que une dos puntos de la misma (distinta) region, no corta (corta) a la recta.
Se definen ahora semiplano, dngulo, tridngulo y poligono.

En esta parte se demuestra que (Fig. 182): “el segmento que une dos puntos A y B de lados distintos
de un angulo convexo, corta a toda semirrecta interior al angulo”.

-ﬂ'i

(Fig. 182)

1 Sidos elementos de una sucesién son consecutivos, entre ellos no hay ningtn otro elemento. Que no
haya puntos consecutivos en la recta puede también decirse asi: entre dos puntos de la recta siempre existe
otro punto. O también: la recta es un conjunto denso.
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En otros desarrollos este teorema es el axioma del segmento con extremos en los lados de un dngulo, que
es un postulado de orden.

El concepto de “separacion” resulta imprescindible para definir semirrecta (un punto de una recta
la separa en dos regiones, cada una de las cuales se denomina semirrecta), semiplano (una recta de
un plano lo separa en dos regiones...), pares de puntos separados (B y D son separados por Ay C,
Fig. 183 a) y pares de semirrectas separadas en un angulo (las semirrectas OL y ON son separadas
por 0K y oM, Fig. 183 b).

K I

(=)

(Fig. 183)
Es interesante la inclusién del teorema de Jordan* dado un poligono convexo, dos puntos de su

interior (exterior) pueden unirse mediante una poligonal’ que no corta al contorno. Toda poligonal
que une un punto interior con otro exterior al poligono corta al contorno (Fig. 184).

5™

Vinculado con la relacién “preceder” se llega al concepto de sentido en la recta y al de vector como

(Fig. 184)

segmento orientado.

Se considera también el sentido en el haz de semirrectas con origen comun al que se le ha quitado
un elemento (haz reducido); resulta asi que ese haz esta linealmente ordenado. En la Fig. 185 se ha
marcado con linea punteada la semirrecta omitida y se han indicado los dos sentidos posibles del
haz, que resulta ser asi un conjunto abierto y denso.

(Fig. 185)

2 Camille Jordan (1838-1922), matematico francés.

»

3 Enalgunos textos la poligonal es denomina “quebrada”.
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Un “plano orientado” se logra orientando un tinico haz del mismo. También hay dos sentidos en
una poligonal“.

I1I) Axiomas de movimiento-congruencia:

Ax. III, 1 — Los movimientos del plano son transformaciones puntuales biunivocas del mismo.

Maés que un axioma esto es una definicion de movimiento: se trata de una funcién puntual es decir,
que asigna puntos a puntos. El correspondiente de un punto segiin un movimiento se denomina
su homélogo.

Los dos axiomas siguientes caracterizan la nocion de “rigidez” o indeformabilidad de las figuras.
Ax. I1I, 2 — Todo movimiento conserva las relaciones de enlace y orden de puntos.

Ax.III, 3 — Ningtin movimiento puede transformar un segmento o angulo en una parte de él mismo.
Seguimos con unos axiomas relacionados con la nocién de grupo.

Ax. 111, 4 — La transformacion resultante de aplicar dos movimientos sucesivos es otro movimiento.
La aplicacion de dos movimientos sucesivos se denomina su producto.

Ax. III, 5 — La transformacién inversa de todo movimiento es otro movimiento.

O sea que todo movimiento tiene un reciproco. La identidad es un caso particular de movimiento, ya
que el producto de dos movimientos reciprocos es, precisamente, la identidad.

Los Axiomas III, 4 y III, 5 pueden reemplazarse por un tinico postulado: Los movimientos del plano
forman grupo’.

Sigue el “axioma de la determinacién del movimiento”:

Ax. 111, 6 — Existe un movimiento y solo uno que transforma una semirrecta en otra, y un determina-
do semiplano limitado por la recta primera en un determinado semiplano limitado por la segunda.

Puede definirse la congruencia diciendo que dos figuras F y F’ son congruentes si existe un movi-
miento que transforma F en F.

Es interesante la distincion que hace el autor sobre congruencias directa e inversa. En la primera se
conserva el sentido del plano orientado y por lo tanto de sus haces y poligonales (Fig. 186 a). En la
segunda, el sentido cambia por el opuesto (Fig. 186 b). Sin demasiado rigor, podemos distinguir intui-
tivamente ambas congruencias asi: en la directa basta con mover la figura hasta que se superponga

4 No se entrara en detalles, léase para ampliar a Puig Adam (1981: 17-18).

5 Cuando un conjunto de transformaciones contiene todas las transformaciones inversas y los productos de
dos cualesquiera del conjunto, decimos que dichas transformaciones forman grupo. Véase cap. 6, pag. 112
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con su congruente; en la inversa, es preciso “sacar” la figura del plano y abatirla sobre la otra por su
cara opuesta, como cuando hacemos que dos guantes (derecho e izquierdo) se superpongan.

/O[3
/2N \C-

(3] (b)

(Fig. 186) (a) figuras directamente congruentes; (b) figuras inversamente congruentes.

El transporte del segmento y del angulo se obtienen a partir del Axioma III, 6. Otras consecuencias
hasta aqui en la teoria son la congruencia de triangulos (criterios LAL y ALA) y de poligonos.

Veremos ahora como el autor determina la existencia de rectas paralelas y perpendiculares a partir
de movimientos.

Consideremos un movimiento que transforma una semirrecta de origen O y uno de los semiplanos
que su recta determina, en la semirrecta y semiplano opuestos. Tal movimiento es la simetria central
de centro O.

Se llama transformacién involutiva a aquella cuyo producto por si misma (o sea, su cuadrado) es la
identidad. La simetria central es involutiva.

Toda semirrecta de origen O se transforma en si misma mediante este movimiento. Una consecuen-
cia de esto es la igualdad de los &ngulos opuestos por el vértice.

Cualquier par de rectas r, ¥, simétricas respecto de O que no pasan por O, no se cortan (Fig. 187). En
efecto, si se cortaran en un punto M también lo harian en su simétrico M’, entonces ambas rectas
coincidirian. Llamaremos paralelas a estas rectas.

(Fig. 187)

Sea ahora un movimiento que deja invariable una semirrecta, pero que transforma uno de los se-
miplanos que su recta determina en el semiplano opuesto. Tal movimiento es la simetria axial y
también es involutivo. Todo punto del eje se transforma en si mismo, y si dos puntos A y A’ son si-
métricos, la recta AA’ tiene por simétrica a la recta AA, o sea, a ella misma. Si K es la interseccién del
eje con AA’, el ZOKA se transforma en el ZOKA’, adyacente e igual a él (Fig. 188). Llamaremos recto a
todo angulo igual a su adyacente y perpendiculares a las semirrectas que lo forman (y, por extension,
a las rectas que las contienen).
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(Fig. 188)
Se definen, desde aqui mediatriz, bisectriz y punto medio. También se prueba la unicidad de la per-
pendicular por un punto, que todos los angulos rectos son congruentes?, las propiedades del trian-
gulo isdsceles y el criterio de congruencia LLL.

El desarrollo contintia con el estudio de la traslacion y su relacion con el paralelismo, demostrando-
se que dos rectas homologas en la traslacion son paralelas. El autor llama guia a la recta que contie-
ne al vector asociado a la traslacién.

IV) Axioma de paralelismo:

Ax. IV - Por un punto exterior a una recta pasa una sola paralela a ella.

Este postulado resulta fundamental en la prueba de que todas las traslaciones del plano forman un
grupo conmutativo o abeliano. Agrega el autor:

Es preciso darse cuenta de que ello se debe precisamente al hecho de haber admitido como
axioma la unicidad de la paralela a una recta por un punto. De otro modo no hubiésemos
podido probar siquiera que las traslaciones forman grupo, como no lo forman los giros
todos del plano, que en las Geometrias no euclideas tienen propiedades similares a las tras-
laciones (Puig Adam, 1981: 44).

Se sigue con los teoremas:

a) dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas entre si, y

b) el lugar geométrico de los puntos equidistantes de una recta es otra recta paralela a la recta dada’.

Por su gran extension voy a obviar mucho del contenido tratado por Puig Adam, e iré directamente
al altimo postulado.

6 Esto es el postulado IV de Euclides que en esta organizacioén es teorema.

7  Recuérdese que en geometria hiperbdlica ese lugar geométrico es el hiperciclo. La afirmacién (b) es equi-
valente al Postulado V, en version de Posidonio de Rodas.
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V) Axioma de continuidad:

Hemos visto... que todo punto de una recta establece una clasificaciéon de los restantes en
precedentes y siguientes a él. Podemos preguntarnos si, reciprocamente: a toda clasificacién
que cumpla idénticas condiciones de ordenacion corresponde un punto. La intuicién pare-

ce admitirlo asi: démosle, pues, expresion explicita enunciando el siguiente axioma:

Ax. V (Axioma de Dedekind) - Dada una clasificacién de los puntos de una recta en dos

clases C, y C, que cumplan las condiciones:

I? — existen puntos de la recta en una y otra clase;
22 — todo punto de la recta esta en una u otra clase;
32 —todo punto de C, precede a todo punto de C,,

existe un punto y solo uno P de la recta, tal que todos los puntos que le preceden pertenecen

alaclase C y todos los que se siguen pertenecen a la clase C, (Puig Adam, 1981: 71).

El autor, segtin su propia declaracion, prefirié este inico axioma que solo exige conceptos de orden,
al par equivalente de axiomas de Arquimedes y Cantor, los cuales requieren las nociones de con-
gruencia y desigualdad (véase cap. 6, pag. 112).

No continuaré exponiendo este comentario del Curso de geometria métrica por razones de espacio,
pero recomiendo su lectura, la que es sumamente instructiva para apreciar un enfoque diferente de
la geometria euclidiana, ademés de brindarnos un riquisimo contenido.

El enfoque de Edwin E. Moise

En su libro Geometria elemental desde un punto de vista avanzado el matematico norteamericano Ed-
win Evariste Moise (1918-1998) expone un novedoso acercamiento a la geometria euclidiana pro-
puesto por G. Birkhoff (véase cap. 6, nota 21), a partir de la teoria de los nimeros reales. El libro es
extenso y riguroso y no trata solo de geometria euclidiana. Describiré apenas el tramo inicial, tal
como hice con el anterior autor.

Se comienza con una estructura, denotada por la terna
[S’ L’ P]’

donde S es un conjunto llamado “espacio” cuyos elementos son denominados “puntos”; L es una co-
leccién de subconjuntos de S llamados “lineas” y P es otra coleccién de subconjuntos, los “planos™.

8 En muchos textos traducidos del inglés se usa el término “linea” para “recta’. El equivalente en inglés de
nuestra recta es straight line o sea “linea recta’”.
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Vamos a los axiomas. El niimero 0 es solo un recordatorio, como el mismo autor aclara®.

I-0. Todas las lineas y planos son conjuntos de puntos.

I-1. Por dos puntos cualesquiera dados solo puede pasar una linea que contenga a los dos.

I-2. Por tres puntos diferentes no colineales solo puede pasar un plano que contenga a los tres.

I-3. Si dos puntos estan en un plano, entonces la linea que los contiene esta en el plano.

I-4. Si dos planos se intersectan, la interseccién es una linea.

El estilo de Moise es sumamente ameno. A continuacion de estos enunciados aclara:
Si el lector revisa cuidadosamente lo anterior, vera que los postulados I-0 a I-4 se satisfacen
en la “geometria” sin imaginacién en la que hay exactamente un punto P en S, y este punto
P es una linea y un plano. Para evitar, cuando menos, estas trivialidades extremas enuncia-

remos inmediatamente otro postulado (Moise, 1974: 59).

I-5. Toda linea contiene cuando menos dos puntos. Todo plano contiene cuando menos tres puntos
no colineales. Y S contiene cuando menos cuatro puntos no coplanares.

Luego de esta seccion dedicada a la incidencia de los entes primitivos, y que contiene, como otros desa-
rrollos, ciertos teoremas elementales (no incluidos aqui), se pasa a la axiomatizacion de la congruencia.

Se define una funcion distancia (d) que verifica los postulados siguientes:
D-o0.d es una funcién d: S x S — R™.

D-1. Paracada P, Q: d(P, Q) > o.

En ocasiones se denotara PQ a la distancia entre Py Q.
D-2.d(P,Q)=o0siysolosiP=Q.

D-3.d(P, Q) =d(Q, P) paracadaPyQen S.

Ellector puede revisar en cap. 11, pag. 220 para comparar lo dicho alli sobre la funcién distancia. Una
diferencia es que no se postula la desigualdad triangular, pues esta es demostrada con posterioridad.

9 Algunos acostumbran a contar enumerando desde o. Por ejemplo, en algunos libros hay Capitulo o. No
estoy de acuerdo con ello, ya que se comienza a contar naturalmente desde 1. Este argumento es sostenido
por quienes (me incluyo) no consideran natural al 0. De hecho, en la historia de la numeracién todos los
pueblos que contaban tenian 1, pero pocos, muy pocos, descubrieron el o, solo los que produjeron siste-
mas numéricos posicionales.

10 O sea del producto cartesiano S x S en el conjunto de los niimeros reales. La funcién asigna a cada par
ordenado de puntos de S un ntimero real que sera la distancia entre ellos.
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La estructura inicial de la cual se parti6 resulta ampliada. Ahora es:
[S,L,P,d].

Un nuevo axioma, el postulado de la regla, conecta la funcién distancia con la geometria. Pero antes
hay que definir sistema coordenado:

Definicién: sea f: L — R una funcién uno-a-uno (o inyectiva) entre una linea L y los niimeros reales.
Si para todos los puntos Py Q de L,

d(P,Q) = f(P) - f(Q)],

entonces f es un sistema coordenado para L. La coordenada de P es un nimero real x = f(P).

D-4 (el postulado de la regla). Cada linea admite un sistema de coordenadas.
El postulado D-4 (...) nos proporciona una regla infinita que se puede colocar en cualquier
linea y usar para medir distancias a lo largo de la linea. Esta clase de regla no esta disponi-
ble en la geometria euclidiana clasica (Moise, 1974: 75).

El “teorema de la colocacién de la regla” asegura que si P y Q son dos puntos cualesquiera de una

recta, es posible establecer en ella un sistema coordenado que tenga a P por origen, y tal que la

coordenada de Q sea positiva.

El concepto de “entre” para tres puntos colineales A, By C, se define asi: “B esta entre A y C” (simbé-
licamente A-B-C) si

AB+BC=AC.

Entre los teoremas de esta parte cito algunos cuyos enunciados el lector identificard como axiomas
de otros desarrollos geométricos, referidos al orden lineal.

- Si A-B-C, entonces C-B-A.
- De tres puntos cualesquiera en una linea, solo uno esta entre los otros dos.

- En una linea cualquiera se pueden nombrar cuatro puntos A, B, C, D, en un cierto orden tal que
A-B-C-D.

- Si Ay B son dos puntos cualesquiera entonces existe un punto C tal que A-B-C y un punto D tal
que A-D-B.

La congruencia de segmentos se define mediante la distancia. Diremos que AB y CD son congruen-
tes si d(A,B) = d(C,D).

A partir de esto se prueba que la congruencia es reflexiva, simétrica y transitiva (es decir, que es una
relacion de equivalencia), el teorema de transporte del segmento, los teoremas de adicién y sustrac-

cién de segmentos, y la existencia y unicidad del punto medio de un segmento.
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Para abordar la separacién y el orden en el plano se introduce:

PS (el postulado de separacion de los planos). Dados una linea y un plano que la contenga, el con-
junto de todos los puntos del plano que no estin en la linea es la union de dos conjuntos tales que
(1) cada uno de los conjuntos es convexo, y (2) si P pertenece a uno de los conjuntos y Q pertenece al
otro, entonces el segmento PQ intersecta la linea.

Resulta muy interesante e instructiva la demostracion del “teorema de la barra transversal”, que no
es otra cosa que el axioma (aqui teorema) del segmento con extremos en los lados de un angulo. Se
trata de una prueba bastante extensa pero original de esa proposicién (Moise, 1974: 99-102).

Hay otro postulado similar a SP para la separacién en el espacio, el cual no transcribiré.

Para ir finalizando con esta breve muestra falta ocuparnos de los angulos.

Anélogamente a lo hecho con la distancia, se define una funcion medida angular (m) que satisface
unos postulados que son, en términos del autor, “descripciones abstractas del comportamiento fa-

miliar de los transportadores” (Moise, 1974: 111). Ellos son:

M-1. m es una funciéon A — R, donde A es el conjunto de todos los dngulos y R es el conjunto de los
numeros reales.

M-2. Para cada dngulo ZA, m(Z£A) esta entre 0y 180".

M-3 (el postulado de la construccion de un angulo). Sea AB una semirrecta en el borde del se-
miplano H. Para todo niimero r entre o y 180 hay exactamente una semirrecta AP, P € H, tal que
m(£PAB) =r (Fig. 189).

P

A B

(Fig. 189)

M-4 (el postulado de la adicién de angulos). Si D estd en el interior del ZBAC entonces m(£BAC) =
m(£BAD) + m(£DAC) (Fig. 190).

D

d'-i

(Fig. 190)

11 En relacién con el uso del simbolo de grado sexagesimal (°) el autor, con un toque de humor, escribe: ...)
porque los valores de la funcién m son simplemente niimeros reales; ellos se valen por si mismos y no
necesitan banderitas que indiquen de dénde vienen” (Moise, 1974: 110).
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Luego de definir par lineal de angulos (nuestros “4ngulos adyacentes”), se incluye:

M-5 (el postulado del suplemento). Si dos dngulos forman un par lineal, entonces son suplemen-
tarios.

La congruencia de 4ngulos se define, como la de segmentos, en términos de sus medidas:
/ABC = /DEF si m(£LABC) = m(£DEF).

Silos angulos de un par lineal son congruentes, cada uno de ellos se llama angulo recto.

La estructura de la geometria vuelve a ampliarse; ahora se trata de

[S,L, P, d, m].

Como es natural, siguen en el desarrollo las demostraciones de: a) la congruencia de angulos es
una relacién de equivalencia; b) el teorema del transporte del angulo; c) el teorema de la adicién de

angulos; d) los angulos opuestos por el vértice (llamados aqui verticales) son congruentes, etc.

Respecto de la congruencia de figuras considera Moise, como Puig Adam, las congruencias directa
e inversa, que quedan definidas a través de una funcion inyectiva. Para los tridngulos procede asi:

Sean los triangulos ABC y DEF, y una correspondencia uno-a-uno
ABC < DEF

entre sus vértices™. La correspondencia es una congruencia y los tridngulos son congruentes si se
cumplen las seis condiciones siguientes:

AB = DE,AC = DF,BC = EF,

ZA=4D, /B=/E, ZC=/F.

Ahora se introduce el siguiente postulado:

LAL. Sea una correspondencia entre dos tridngulos (o entre un tridngulo y él mismo). Si dos lados
y el angulo comprendido del primer tridngulo son congruentes con las partes correspondientes del

segundo, la correspondencia es una congruencia.

Contintian los teoremas de los angulos del tridngulo isosceles, los criterios de congruencia ALA y
LLL, existencia y unicidad de la bisectriz y la perpendicular, etc.

Un agregado importante es la explicacién de un modelo sencillo (que no detallaré) que prueba la
independencia del postulado LAL (Moise, 1974: 131).

12 Esto es: a A corresponde D, a B corresponde E y a C corresponde F.
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El autor dedica un capitulo a comparar su enfoque (métrico) con el de Euclides-Hilbert (sintético).
Resulta interesante la tabla comparativa siguiente:

Enfoque métrico Enfoque sintético
La estructura dada [S,L, P, d, m] [S,L,P,B, =]
Distancia Dada en la estructura No se menciona
Medida de angulos Dada en la estructura No se menciona
Congruencia de segmentos Definida en términos de distancia | Dada en la estructura
Congruencia de angulos Definida en términos de medida|Dada en la estructura
angular
Propiedades de congruencia |Dadas en teoremas Dadas en postulados
Adicién Efectuada con nimeros Efectuada con clases de
congruencia
Desigualdades Definidas entre niimeros Definidas entre clases de
congruencia

El desarrollo de la geometria euclidiana prosigue luego de un salto de dos capitulos, con el estudio
del paralelismo y la semejanza. El postulado adoptado es el siguiente:

P-1. Dados una linea y un punto exterior, existe inicamente una linea que pasa a través del punto
dado y que es paralela a la linea dada.

El estudio del area se inicia con el drea de regiones poligonales y se pone provisoriamente sobre una
base axiomatica, asi®:

A-1. a es una funcion R — R, donde R es el conjunto de todas las regiones poligonales y R es el
conjunto de los niimeros reales.

A-2. Para toda region poligonal K, a(K) > o.

A-3 (el postulado de congruencia). Si dos regiones triangulares son congruentes entonces tienen la
misma area.

A-4 (el postulado de aditividad). Si dos regiones poligonales se intersectan inicamente en fronteras
y vértices (0 no se intersectan), entonces el area de su union es la suma de sus areas.

A-5 (el postulado de unidad). El area de una regién rectangular es el producto de su base por su altura.
Nuevamente se amplia la estructura de la geometria, siendo ahora:

[S) L, P’ d) m, a]

“«_»

a  AquiB esunarelacién de separacion y “=” representa las relaciones de congruencia para segmentos y angulos.

13 Los axiomas A-1 a A-5 son transitorios, pues luego se demuestra que hay una funcién de area que los
satisface a todos.
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Maés adelante se incluye una forma més débil de A-5: si un cuadrado tiene lados de longitud 1, entonces
su drea es I. Y se muestra como este implica a aquel.

Finalmente, ;qué hay de la continuidad? Bien, bajo este enfoque, al estar los nimeros reales al
inicio de las consideraciones, y las funciones distancia y medida angular definidas con la participa-
cion de estos niimeros, la geometria “hereda” la continuidad del conjunto R. El capitulo inicial del
libro se ocupa, precisamente, de ese conjunto: sus operaciones basicas y propiedades, y las relacio-
nes de orden. Dos postulados se incluyen también, vinculados con la continuidad, a saber:

A (el postulado de Arquimedes). Sean M y e dos nlimeros positivos cualesquiera. Entonces existe un
entero positivo n tal que ne > M.

C-1 (el postulado de complecién de Euclides). Cada ntimero positivo tiene una raiz cuadrada positiva.
Llamamos a este postulado Euclidiano por la parte que desempeiia en la geometria. Even-
tualmente este postulado asegurara que las circunferencias intersectan las lineas, y a otras
circunferencias, en las maneras que esperamos lo hagan (Moise, 1974: 44).

A estos postulados se anade el de Dedekind, ya comentado, de las cortaduras, cuya inclusion el

autor posterga hasta que lo considera necesario. Queda asi tratada la continuidad en esta propuesta
geométrica mas que interesante y altamente recomendada para su estudio.
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Conclusion

Me parece, atenienses, que solo Dios es el verdadero sabio, y que esto ha querido decir por
su oraculo, haciendo entender que toda la sabiduria humana no es gran cosa, o por mejor
decir, que no es nada; (...), y como si dijese a todos los hombres: “el mas sabio entre vosotros

»p

es aquel que reconoce, como Sécrates, que su sabiduria no es nada™.

La necesidad fue llamada madre de los inventos... pero la curiosidad fue la madre de la

ciencia (Sarton, 1965: 21).

Estoy dichoso por haber concluido esta Introduccion... luego de haber tenido por mucho tiempo el
libro en mi mente, en mis papeles y en mi intencion. Creo haber hallado el mejor titulo a este traba-
jo, porque me queda la sensacion de solo haber llegado a una orilla. Y ante mi, una inmensa exten-
sién digna de ser explorada, con el espiritu simple de un nifio que desea hurgar qué hay “mas alla
de la puerta” de su reducido mundo, y a sabiendas de que otros ya han visto lo que él atin no pudo
ver. Deseo cuanto antes traspasar el umbral, para seguir aprendiendo. {Que no muera la curiosidad!

En toda rama de la matematica, al ser ella una ciencia varias veces milenaria, los estudiosos experi-
mentamos esa sensacion angustiante de no poder abarcarlo todo. Pero més que entristecernos por
ignorar, es bueno que disfrutemos con alegria lo que podemos conocer.

Rechaza la sed de libros —dice Marco Aurelio—, para morir no con lamentos, sino con
serenidad. (...) ...el calculo demuestra que la capacidad de leer es pequena, excepto en aque-
llos cuya profesion es la critica y que saben apreciar el contenido de una obra solamente
con hojearla. Suprimid de la vida humana los trabajos, las preocupaciones, los cuidados del
cuerpo y del mundo, los viajes, los accidentes, queda poco tiempo para la lectura. El que
hubiera leido diez libros al afio y hubiera hecho esto durante medio siglo no habria conoci-
do nada mas que una infima parte de lo que contiene la biblioteca mas pobre de su ciudad.
(..) Y, quiza, este lector regular, al cabo de treinta anos, ;no preferiria releer los libros que le

habian gustado en su juventud en vez de coger otros nuevos? (Guitton, 2005: 83).
Ojala el lector de este libro haya vivido conmigo la indescriptible sensacién de descubrir ese
“universo creado de la nada” (en el decir del joven Janos Bolyai), y las increibles relaciones que es-

conden los mas diversos temas matematicos.

Muchos asuntos han quedado solo mostrados. jOjal4 el lector mantenga viva su capacidad de asombro!

1 De Apologia de Socrates, en Patricio de Azcarate (1871). Platén, Obras completas. Madrid. Recuperado de
www.filosofia.org, julio 2015.

[252]



[253]



Bibliografia

Amaldi, Ugo (1921). Los conceptos de recta y de plano. En Enriques, Federigo (coomp.),
Cuestiones relativas a la matemadtica elemental, Tomo I: Fundamentos de la geometria (Art. III).
Valladolid: Imprenta Castellana.

Ayres, Frank (1971). Teoria y problemas de geometria proyectiva (serie de compendios Schaum).
México: McGraw-Hill.

Bartrina y Capella, José (1908). Tratado diddctico de las geometrias no-euclideas. Memorias
de la Academia de Ciencias y Artes de Barcelona, Tercera época, vol. VII, N° 2.
Barcelona: A. Lopez Robert, impresor.

Bonola, Roberto (1921). Teoria general de las paralelas. En Enriques, Federigo (coomp.),
Cuestiones relativas a la matemdtica elemental, Tomo I: Fundamentos de la geometria (Art. XII).

Valladolid: Imprenta Castellana.

Bonola, Roberto (1945). Geometrias no euclidianas. Coleccion “Historia y filosofia de la ciencia”.
Buenos Aires: Espasa-Calpe Argentina.

Boyer, Carl (1996). Historia de la matemdtica. Madrid: Alianza.

Cabrera, Emanuel (1949). Los Elementos de Euclides como exponente del «milagro griego».
Buenos Aires: Libreria del Colegio.

Cannon, James; Floyd, William; Kenyon, Richard y Parry, Walter (1997). Hyperbolic geometry,
Mathematical Science Research Institute Publications (MSRI Publications), Flavors of
Geometry, Vol. 31.

Casaubon, Juan (2006). Nociones generales de légica y filosofia. Buenos Aires: EDUCA.

Colerus, Egmont (1972). Breve historia de las matemdticas (tomo 1). Madrid: Doncel.

Colerus, Egmont (1973). Breve historia de las matemadticas (tomo 2). Madrid: Doncel.

Crespo Crespo, Cecilia; Farfan, Rosa y Lezama, Javier (2009). Algunas caracteristicas de las
arqumentaciones y la matemdtica en escenarios sin influencia aristotélica. Revista (virtual)
Latinoamericana de Investigaciéon en Matematica Educativa, Vol 12 (1).

Coxeter, Harold (1971). Fundamentos de geometria. México: Limusa-Wiley.

Euclides de Alejandria y Simson, Robert (1774). Los seis primeros libros, y el undécimo y duodécimo
de los Elementos de Euclides. (Traduccidon de Elementos de la versioén latina de Federico

Comandino, ilustrado, con notas criticas y geométricas de R. Simson de la Universidad de
Glasgow). Madrid: D. Joachin Ibarra Impresor de CaAmara de S. M.

[254]



Falk de Losada, Mary (1994 y 1995). “El clamor de los beocios y el pensamiento revolucionario
de Gauss”. Boletin de Matemaéticas de la Universidad Nacional de Colombia, Nueva Serie
Vol. 1 N° 2 (1994) y Vol. II N° 1 (1995).

Farrington, Benjamin (1979). Ciencia griega. Barcelona: Icaria.

Ferrater Mora, José (1994): Diccionario de filosofia. Barcelona: Ariel.

Gans, David (1955). “An introduction to elliptic geometry”, New York University, The American
Mathematical Monthly Vol. 62, N° 7, Part 2: Contributions to geometry, Aug.-Sep. 1955.

Grossman, Stanley I (1995). Algebm lineal. Quinta ediciéon. México: McGraw Hill.

Guasco, Maria; Crespo Crespo, Cecilia y otros (1996). Geometria, su ensefianza.
Buenos Aires: CONICET.

Guitton, Jean (2005). El trabajo intelectual. Madrid: Rialp.

Haussman, Bernard (1968). Problemas filosdficos de la matemdtica moderna.
Buenos Aires: Columba.

Hewitt, Paul (2007). Fisica conceptual, 10 edicién. México: Pearson Educacion.

Hilbert, David (1902). The foundations of geometry. (Trad. al inglés por E. ]. Towsend).
Chicago: The Open Court Publishing Company.

Hofstadter, Douglas (2007). Gddel, Escher, Bach. Un eterno y grdcil bucle.
Barcelona: Tusquets Editores.

Hull, Lewis (1978). Historia y filosofia de la ciencia. Barcelona: Ariel, Barcelona.

Kline, Morris (2002). El pensamiento matemdtico de la Antigiiedad a nuestros dias, Vol. 1.
Madrid: Alianza.

Koestler, Arthur (1986). Kepler (de la Biblioteca Salvat de grandes biografias).
Barcelona: Salvat.

Levi, Beppo (2006). Leyendo a Euclides. Buenos Aires: Libros del Zorzal.

Meschkowski, Herbert (1967). Introduccién a la matemdtica moderna.
Madrid: Selecciones cientificas.

Moise, Edwin (1974). Geometria elemental desde un punto de vista avanzado. México: CECSA.

Puig Adam, Pedro (1981). Curso de geometria métrica (tomo 1, Fundamentos).
Madrid: Gémez Puig Ediciones.

[255]



Saccheri, Gerolamo (1904). LEuclide Emendato. Traduzione e note del Prof. G. Boccardini.
Milano: Ulrico Hoepli editor.

Santald, Luis (1963). Geometrias no euclidianas (Cuadernos de Eudeba, N° 45).
Buenos Aires: Eudeba.

Sarton, George (1965). Historia de la Ciencia, Vol. 1. La ciencia antigua durante la edad de oro griega.
Buenos Aires: Eudeba.

Sarton, George (1965). Historia de la ciencia, Vol. 2. Ciencia y cultura helenisticas en los tiltimos tres
siglos a. C. Buenos Aires: Eudeba.

Smogorzhevski, A. (1978). Acerca de la geometria de Lobachevski. Moscu:: MIR.

Toranzos, Fausto (1943). Introduccién a la epistemologia y fundamentacion de la matematica.
Buenos Aires: Espasa-Calpe Argentina.

Toranzos, Fausto 1. (1949). “El panorama actual de la filosofia de la matematica y la influencia

en élde D. Hilbert”. Actas del Primer Congreso Nacional de Filosofia, Mendoza, Argentina,
marzo-abril 1949, tomo 3.

[256]



	_GoBack
	Prólogo
	Agradecimientos
	Consideraciones preliminares
	[Capítulo 1]
	La geometría euclidiana
	Los primeros pasos de la geometría
	El ascenso de la geometría
	Euclides de Alejandría
	Los Elementos
	El contenido de los Elementos
	La consideración de Euclides
	Dos maneras de referirnos a la geometría euclidiana
	La geometría euclidiana después de los Elementos
	[Capitulo 2]
	Filosofía y geometría
	Milagro en Grecia
	Filosofía
	El realismo de los griegos
	Concepciones subterráneas en Elementos
	El carácter noético de la matemática griega
	¿Euclides platónico?
	“Milagro griego” ¿Ciencia vs. religión?
	[Capítulo 3]
	La organización deductiva
	La lógica aristotélica
	Las definiciones y los entes primitivos
	Axiomas y postulados
	Las proposiciones
	[Capítulo 4]
	Apuntes sobre el Libro I
de Elementos
	Las definiciones
	Los axiomas (o nociones comunes)
	Los postulados
	Algunas proposiciones
	[Capítulo 5]
	Algunas nociones de axiomática
	Axiomas, su doble función
	Diversas interpretaciones de los entes primitivos
	Distintos sistemas axiomáticos, una misma ciencia
	Los axiomas equivalentes
	Requisitos de un sistema axiomático
	Axiomática y crisis de los fundamentos
	Sobre el formalismo de Hilbert
	Entes primitivos y entes definidos
	[Capítulo 6]
	La geometría euclidiana
de Hilbert
	Entes y relaciones fundamentales, y grupos de axiomas
	Los axiomas de incidencia
	Los axiomas de orden
	Los axiomas de congruencia
	El axioma de paralelismo
	Los axiomas de continuidad
	Otros enfoques
	[Capítulo 7]
	El postulado V de Euclides
	El postulado bajo sospecha
	Algunos intentos de demostración
	La geometría absoluta
	Postulados equivalentes al V
	Distintos enfoques del problema del Postulado
	[Capítulo 8]
	El Euclides... vindicatus...
de Saccheri
	Un precursor olvidado
	El cuadrilátero birrectángulo isósceles
	Las tres hipótesis
	Perpendiculares y oblicuas
	Se cumple parte del plan (o, al menos, eso parece)
	Perpendiculares y oblicuas en la HAA
	Perpendiculares comunes y asíntotas
	Una clasificación de las rectas y un desenlace
	[Capítulo 9]
	Teoría general del paralelismo
	Definición de recta paralela
	Ángulo y distancia de paralelismo, y dos paralelas
	Sentido del paralelismo y algunas propiedades
	Haces y puntos propios e impropios
	Fajas y triláteros
	Paralelismo en el espacio
	Radiaciones
	Geometría de la radiación impropia
	Circunferencia, oriciclo, esfera, orisfera
	El caso euclidiano
	La geometría de la orisfera
	La opción por una geometría
	[Capítulo 10]
	Breve paseo por la geometría hiperbólica (o de Gauss, Lobachevski y Bolyai... y Saccheri)
	Unos pocos detalles históricos
	El paralelismo hiperbólico
	Triláteros
	Regreso a los cuadriláteros birrectángulos isósceles
	Suma de ángulos de triángulos y polígonos
	Digresión al paso: Suma de ángulos de polígonos
	El defecto o deficiencia angular de un polígono
	La función de área y el defecto angular como área
	La teoría de la semejanza... ¡abolida!
	Unos triláteros especiales
	Postulados equivalentes al V (segunda lista)
	Distancia y ángulo de paralelismo
	Oriciclos
	La geometría euclidiana como límite
	La relación entre distancia y ángulo de paralelismo
	Ultraparalelas
	Hiperciclos
	La unidad natural de longitud y una nueva sorpresa
	Un toque de trigonometría
	[Capítulo 11]
	Modelos para la
geometría hiperbólica
	Vistazo al modelo de Beltrami-Klein
	Vistazo al modelo de Poincaré del semiplano superior
	El modelo del disco de Poincaré
	La función de distancia
	Distancia en el modelo de Poincaré
	Figuras en el modelo
	Fin de la aventura: el problema del Postulado V... ¡resuelto!
	[Capítulo 12]
	Una noción de la
geometría elíptica
	El postulado de Riemann
	Geometría elíptica doble
	Geometría elíptica simple
	El porqué de unas denominaciones
	[Capítulo 13]
	Geometrías no euclidianas
e interrogantes
	Impacto inicial
	Interrogantes en la matemática
	La pseudoesfera
	Interrogantes en la física y la filosofía
	[Capítulo 14]
	Otras organizaciones de la geometría de Euclides
	El enfoque de Pedro Puig Adam
	El enfoque de Edwin E. Moise
	Conclusión
	Bibliografía 
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	sdfootnote15anc
	_ftnref6
	_ftnref7
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	__DdeLink__9885_1034282302
	result_box
	_GoBack
	__DdeLink__15731_2477138958
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack
	_GoBack

