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Presentación

Estimados docentes:

La Universidad Autónoma de Entre Ríos (UADER) viene desarrollando 

acciones tendientes a vincular la escuela secundaria y la educación su-

perior, con el objeto de favorecer la inclusión y la permanencia de los 

adolescentes y jóvenes entrerrianos, tanto en carreras técnicas como en 

licenciaturas y/o profesorados. En relación a esto, en el segundo semes-

tre del año 2013, desde la División Formación Docente Continua se llevó a 

cabo en Paraná una capacitación destinada a docentes del último tramo 

del secundario, denominada “Jornadas de abordaje de la Matemática, la 

Física y la Química para el ingreso a la Universidad”, espacio que congre-

gó alrededor de 120 docentes.

Como continuidad de la propuesta mencionada anteriormente se ha 

elaborado este material concebido para acompañar al docente en el 

proceso de enseñanza de la química en los últimos años de las escue-

las secundarias.

En este cuaderno, el docente encontrará información, sugerencias y 

orientaciones para la planifi cación y organización del trabajo en el aula, 

el uso de materiales y recursos, el acompañamiento de los estudiantes y 

otras tareas implicadas en esta última etapa de la educación obligatoria. 

Cabe mencionar que en la selección de contenidos y actividades siempre 

se ha considerado que son ustedes y sus alumnos, los actores educativos 

que diseñan y desarrollan las propuestas de enseñanza.

Desde este marco, se propone refl exionar sobre el sentido y el signifi cado 

acerca del qué, cómo, cuándo y para qué se enseña y se evalúa, en pos de 

brindar a los estudiantes algunas herramientas que les permitan reali-

zar un trayecto universitario satisfactorio.

Esperamos les resulte este cuaderno un recurso signifi cativo para su 

práctica pedagógica y posibilite el mejoramiento de los aprendizajes de 

esta disciplina a sus alumnos.

Mg. Gustavo Marcos

Secretario Académico UADER
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Propósitos

Pretendemos acercar este cuaderno de actividades y acompañamiento 

para el docente de matemática con el objetivo de poner a su disposición 

de una manera sistematizada los contenidos de la ciencia que considera-

mos fundamentales para el ingreso a carreras, de grado y pre-grado y 

posibilitar así, una mayor articulación entre la Educación Secundaria y la 

Universidad, buscando mejorar las trayectorias de nuestros estudiantes.

La Educación Secundaria se encuentra hoy, más que nunca, ante el im-

portante desafío de lograr la permanencia de los adolescentes y jóvenes 

en las escuelas, para así posibilitar su egreso, con la construcción de 

competencias imprescindibles para ejercer su ciudadanía, para incorpo-

rarse al mundo del trabajo y para continuar estudios superiores.

Si se atiende a los propósitos de la enseñanza en la provincia de Entre Ríos 

“En ese sentido, estará habilitado para desarrollar sus propios proyectos 

con autonomía, continuar aprendiendo y evaluando sus logros, procesos, 

difi cultades; autonomía que no excluye la posibilidad de integrar equipos 

de trabajo que requieran múltiples relaciones e intercambios” (Linea-

mientos CGE 2009), es de esperar que el futuro ingresante universitario 

no demore su aprendizaje por escollos que podrían surgir del hecho de 

no haber adquirido las nociones básicas para afrontar esta nueva etapa. 

Pero la realidad presente en las aulas universitarias reclama de manera 

casi sistemática, volver hacia atrás para recuperar saberes que debían 

aprehenderse en los estudios anteriores.

A partir de este soporte, se pretende aportar algunas estrategias disci-

plinares y metodológicas para el aprendizaje y fundamentalmente la en-

señanza de Matemática, a través del abordaje del análisis de propuestas 

concretas diseñadas para el trabajo en el aula en el ciclo orientado, con 

miras a favorecer el ingreso y la permanencia a la Universidad, específi ca-

mente en aquellas carreras inherentes a las ciencias exactas y naturales.
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La matemática en la escuela 
secundaria: optimización 
del tiempo compartido

La Ley de Educación Nacional Nº 26.206 establece que la escuela secun-

daria “debe habilitar a los adolescentes y jóvenes para el ejercicio pleno 

de la ciudadanía, para el trabajo y para la continuación de los estudios”.

Por este motivo, resulta oportuno pensar una instancia de articulación 

entre este nivel educativo y la universidad.

Con frecuencia los ingresantes a carreras de nivel superior manifi estan 

difi cultades en la comprensión de contenidos básicos de la ciencia ma-

temática. En relación a esto, desde hace unos años a la fecha, desde la 

Secretaría Académica del Rectorado de UADER hemos venido trabajando 

a través del “Programa de Tutorías” en el acompañamiento a los estu-

diantes, a fi n de contenerlos durante el primer año, sobre todo en las 

carreras científi cas y técnicas1.

Para esta universidad es posible trazar un puente para que los alumnos 

se inserten en el ámbito universitario con nuevas estrategias y compe-

tencias. Por esto, se afi rma que el trabajo pedagógico inter-niveles e in-

terdisciplinario permite desarrollar una visión integral de la formación 

y promueve el desarrollo de competencias transversales que facilitan a 

los alumnos traspasar de nivel educativo.

Hoy desde UADER se pretende aportar otro soporte a las políticas educa-

tivas existentes para estrechar la vinculación de estos niveles del sistema 

educativo, promover el acceso democrático a la universidad, garantizar 

la inclusión y optimizar las prácticas pedagógicas que profundicen los 

contenidos teóricos de los distintos niveles.

La idea de desarrollar un dispositivo de acompañamiento que signifi que 

un aporte en el desarrollo y evaluación de la enseñanza de la matemáti-

ca al interior de las escuelas secundarias de nuestra provincia, surge en 

el marco del “Proyecto de Mejora de la Formación en Ciencias Exactas 

y Naturales en la Escuela Secundaria” impulsado desde la Secretaría de 

Políticas Universitarias de la Nación, con el objetivo de mejorar la ense-

ñanza de las ciencias exactas y naturales.

1 Cuando se hace alusión a carreras científi cas y técnicas, se hace referencia a las carreras 

priorizadas mediante la declaración de Carreras Prioritarias y la creación del Programa 

Nacional de Becas Bicentenario para carreras Científi cas y Técnicas y el plan estratégico 

de Formación de Ingenieros 2012-2016, carreras éstas consideradas estratégicas para el 

desarrollo económico y productivo del país.
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Criterios de selección de 
contenidos y organización 
del material

¿Cómo crear contextos adecuados para poder 

enseñar matematizando? (...) Necesitamos pro-

blemas matemáticos que tengan un contexto

signifi cativo para los estudiantes.

H. Freudenthal

Organización del material
A partir de este material se pretende ofrecer un complemento para las 

clases de Matemática en el ciclo orientado de la educación secundaria, 

por este motivo se presentan, por un lado, la explicación de las propues-

ta y por otro, algunas sugerencias para la gestión de la enseñanza y el 

aprendizaje de los contenidos que los autores han considerado impor-

tantes a la hora de comenzar carreras de grado y pregrado.

Las actividades que se presentan en cada apartado del Cuaderno de Ma-

temática no constituyen unidades o secuencias didácticas organizadas en

función del desarrollo exhaustivo de los contenidos del último año de la

Escuela Secundaria. Se trata de una selección tendiente a profundizar los

niveles de argumentación, sobre aquellos contenidos relevantes para la

universidad. Se trata de un recorte que puede ser incorporado total o par-

cialmente a la hora de desarrollar los temas planifi cados. Ofrece explica-

ciones sobre los temas seleccionados, desarrollo de ejemplos, propuesta de

trabajos prácticos, entre otros recursos que pueden ser de mucha utilidad.

En otras palabras, las actividades de cada tema, podrían formar parte de 

secuencias más extensas diseñadas por el propio docente o también an-

teceder al desarrollo de alguna temática particular o utilizarse a modo 

de cierre de una unidad de trabajo.

Criterios de selección de los contenidos
Al momento de seleccionar los contenidos y su tratamiento a lo largo 

del cuaderno, se tuvieron en cuenta aquellos temas prioritarios para 

el ingreso a la universidad y además los Núcleos de Aprendizaje Prio-

ritarios (NAP) aprobados por el Consejo Federal de Educación y los ejes 
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mencionados en el diseño curricular del Consejo General de Educación 

de la Provincia de Entre Ríos, como por ejemplo: operaciones, geometría 

y medida, álgebra, funciones y probabilidad y estadística.

Algunos contenidos se encuentran desarrollados dialécticamente, de 

forma espiralada, considerando la complejidad, la amplitud y la profun-

didad que conllevan. En todos los casos se pretende aportar a la gene-

ración de un puente entre el egreso del secundario y el ingreso y perma-

nencia en la universidad.

Se seleccionaron contenidos tendientes a generar aquellas competencias 

necesarias para el ingreso a la Universidad, tales como:

• Reconocer y utilizar los números reales comprendiendo las

propiedades que los defi nen y las distintas formas de represen-

tación. Seleccionar las propiedades adecuadas en función de la

situación problemática a resolver.

• Reconocer y utilizar los diferentes conjuntos numéricos en las

distintas situaciones de cálculo presentadas, comprendiendo

las propiedades que los defi nen y las formas alternativas de re-

presentación de sus elementos. Seleccionándolas en función de

la situación a resolver.

• Resolver situaciones utilizando expresiones algebraicas: ecua-

ciones de primer y segundo grado con una sola incógnita,

inecuaciones con una incógnita, sistemas de ecuaciones lineales

con dos incógnitas, desde el planteamiento, resolución y verifi -

cación de soluciones.

• Resolver situaciones problemáticas utilizando el método de mo-

delización algebraica consistente en la elección del modelo al-

gebraico adecuado: ecuaciones e inecuaciones, el planteamiento

del problema, la resolución del modelo algebraico (ecuación,

inecuación o sistema), la verifi cación de las soluciones y la pos-

terior discusión de los resultados.

• Identifi car, defi nir, grafi car, describir e interpretar funciones po-

linómicas de primer y segundo grado y funciones trascendentes:

logarítmica y exponencial.
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Organización y desarrollo

El objetivo de la enseñanza de la matemática en la escuela secundaria es 

que los alumnos desarrollen el pensamiento lógico-formal, con vistas a 

una mirada abierta para interpretar la sociedad.

Con este propósito cada docente ha de proponer actividades matemáti-

cas orientadas a generar respuestas ingeniosas a distintas situaciones 

problemáticas utilizando los contenidos abordados.

Para este apartado se toma como punto de partida un interrogante clave:

¿Cómo afecta el desempeño de los profesores en el aula, a la motivación 

que tienen los estudiantes, y particularmente al interés para aprender? 

(Bono, 2010). Para ello, la motivación se sigue considerando como un re-

curso importante para favorecer o restringir el proceso de aprendizaje 

(Pintrich, 2006).

Resolución de situaciones problemáticas
Resulta interesante pensar la enseñanza de la matemática como un re-

curso del cual los alumnos puedan benefi ciarse para refl exionar, decidir 

y actuar lo mejor posible en su vida cotidiana. Actuar a nivel personal, 

social y profesional tanto en el presente inevitable como en el futuro 

previsible. Para esto, será preciso combinar bien lo que son los referen-

tes reales y lo que es poner en juego las estrategias de resolución.

Así, al momento de elaborar situaciones problemáticas signifi cativas en 

matemática, y considerando la gran variedad de textos en la temática, es 

importante contemplar los ítems en adelante mencionados:

• Promover el desarrollo de estrategias que favorezcan una edu-

cación participativa, autónoma, y comprometida.

• Presentar al estudiante una situación que lo movilice para

la acción.

• Promover la puesta en juego de conceptos, procedimientos o ac-

titudes que puedan ser utilizadas en otras actividades similares.

• La institucionalización de los conocimientos comienza con los

estudiantes cuando el docente legitima sus procesos y, junto a

ellos, generaliza, enmarca en una teoría y descontextualiza el

saber aprendido.
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Situación didáctica y tratamiento del error

Un sistema didáctico es “un conjunto de relaciones establecidas explí-

cita y (o) implícitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un 

cierto medio (que puede comprender instrumentos u objetos diversos) 

y un sistema educativo con el fi n de que esos alumnos hagan suyo un 

saber constituido o en vías de constitución”.(Brousseau, 1980, p. 11-57, 

vol. 1.1) En otras palabras, una situación didáctica describe las relacio-

nes correspondientes de un grupo de sujetos que aprende con otro que 

enseña y donde interviene un medio intencionalmente diseñado para que 

el grupo adquiera un saber determinado.

Muchas veces, se pretende comprometer a los alumnos en su propio 

aprendizaje, pero este fi n puede verse vedado por las reinantes clases 

expositivas que usualmente juegan en contra de este propósito.

Educar matemáticamente implica necesariamente un gran compromi-

so en la planifi cación de las tareas a desarrollar en el aula, buscando 

el modo de ubicar al estudiante en un rol activo. Por esto, es preciso 

establecer un clima de confi anza en su capacidad y de respeto por la 

producción grupal.

Hay que recordar que el conocimiento no se recibe pasivamente, ni a tra-

vés de los sentidos, ni por medio de la comunicación, sino que es cons-

truido activamente por el sujeto cognoscente. (Von Glasersfeld, 1996).

La interacción entre los actores de la situación didáctica, se establecerá 

de manera tal que sistemáticamente el estudiante se verá en la nece-

sidad de modifi car las estrategias de resolución y en consecuencia el 

conocimiento al que arribará en cada nueva situación problemática pre-

viamente establecida en la secuencia didáctica.

El rol activo atribuido al estudiante facilitará al docente la posibilidad de 

reconocer los errores específi cos que ellos cometen, los que se conver-

tirán en insumo para el tratamiento de las difi cultades que requieren un 

mayor esfuerzo para su recuperación.

En este sentido, debemos reconocer el valor positivo de los errores en los 

procesos de enseñanza-aprendizaje de la matemática. “Los errores son 

datos objetivos que encontramos permanentemente en los procesos de 

enseñanza y aprendizaje de las matemáticas; constituyen un elemento 

estable de dichos procesos.” (Rico, 1998, p. 76).
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Orientaciones para la Evaluación

La evaluación es un proceso formativo al servicio de los aprendizajes (Gil 

y Sanmartí, 1994) y debe ser percibida por los estudiantes como una he-

rramienta de acompañamiento real, que genere expectativas positivas y 

donde los inconvenientes se utilicen para detectar carencias, aceptando 

los errores como momentos necesarios en el proceso de construcción 

del conocimiento.

Es de suma importancia devolver corregidas las actividades evaluativas 

a los estudiantes no mucho tiempo después de realizada, remarcar las 

respuestas correctas, las incorrectas y las no realizadas; dedicar un 

tiempo posterior a las devoluciones para favorecer la autoevaluación de 

los estudiantes.

Otra alternativa es rehacer las evaluaciones en clase (evolución conti-

nua) o como trabajo extra áulico (trabajos propuestos por el docente), 

grupales o individuales utilizando sus apuntes como herramienta que 

facilite su resolución; así también la organización de clases de revisión 

de temas que presentan reiteradas difi cultades.

La evaluación es un proceso continuo que implica todas las actividades 

que el docente propone en el recorrido didáctico. Es el proceso de apren-

dizaje, involucrando la asimilación de conceptos nuevos y la aplicación 

de los mismos en situaciones problemáticas. Esto implica evaluar que el 

estudiante, una vez realizada la operatoria necesaria, tenga la capacidad 

de contextualizar los resultados obtenidos para construir respuestas 

coherentes a la situación planteada; así como también explicitar los pro-

cedimientos elegidos para la resolución de un problema, mediante el uso 

del lenguaje matemático.

La evaluación en matemática supone evaluar la capacidad de explicar y 

justifi car los procedimientos mediante el uso del lenguaje matemático en 

sus diferentes variantes (coloquial, gráfi co, simbólico) y la producción de 

un registro que permita comunicar los resultados de manera efi caz.

Es así que la evaluación es un proceso que manifi esta a docentes y estu-

diantes elementos para conocer el estado de situación de la enseñanza 

y del aprendizaje que realizan juntos; como tal, representa una oportu-

nidad de diálogo entre ambos. Por lo que el momento de la devolución 

de las evaluaciones escritas debe prever atención personalizada a los 

estudiantes y los errores cometidos. Los resultados de las evaluaciones 

y las observaciones de los errores detectados con mayor frecuencia per-

miten al docente reorientar el proceso de enseñanza y planifi car la tarea 

futura, como así también dedicar un tiempo a la posibilidad de análisis 
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de diferentes modos de resolución de un mismo problema. En muchas 

situaciones, podemos encontrar diferentes estrategias por los cuales se 

aborda a un mismo resultado y es signifi cativo ponerlo de manifi esto.

Es relevante que los alumnos entiendan con claridad los objetivos que 

se espera que logren en relación al contenido evaluado. La califi cación 

fi nal de una evaluación es el resultado que se aprecia entre los objetivos 

esperados y los logrados, pero en ocasiones es difícil para los estudian-

tes darse cuenta de lo que el profesor considera importante a la hora de 

corregir. Por esto es indispensable que el docente explicite este tipo de 

cuestiones aunque las considere triviales.

Resulta signifi cativo que se evalúe cuáles son los progresos de los jóve-

nes en relación con los conocimientos matemáticos evaluados y se les 

informe sobre lo que se espera que mejoren. Esto contribuye a la cons-

trucción del ofi cio de la matemática (SADOVSKY 2005). En este sentido, 

el docente debe llevar registros personalizados de los progresos de los 

alumnos y considerar, como un punto más a la hora de califi car, la dis-

tancia entre sus construcciones y los saberes matemáticos.

Cuando el docente califi que a los alumnos, además de ponderar el estado 

de situación de cada uno de ellos, debe tener en cuenta el propio proceso 

de enseñanza de la materia y contemplar la distancia entre lo planifi cado 

y lo efectivamente realizado.
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Módulo N° 1

Números reales. Subconjuntos.
Operaciones, orden, potenciación 
y radicación. Exponentes 
fraccionarios. Valor absoluto. 
Intervalos y la recta real

¿Por qué estudiar conjuntos numéricos?

El desarrollo de los campos numéricos continúa en la educación secun-

daria con la ampliación de los conjuntos de números que se utilizan y la 

consolidación de los ya estudiados al establecer relaciones entre distin-

tas formas de representación numérica, como es el caso de fracciones, 

decimales y porcentajes.

Los números como expresión de cantidades y las operaciones como 

expresión de relaciones o transformaciones entre esas cantidades, re-

presentan un medio necesario para resolver problemas reales. Estos 

problemas juegan un papel integrador entre los distintos campos numé-

ricos, de los naturales a los complejos y la combinación de operaciones 

emergentes en el camino que conduce a la solución de una situación de-

terminada y del uso de propiedades que simplifi quen el cálculo.

Es necesario poner a los jóvenes y adolescentes en situaciones que les 

permitan poco a poco, utilizar las herramientas conceptuales previas 

que poseen y avanzar en la construcción de un conocimiento nuevo que 

podrán utilizar, posteriormente, en la resolución de problemas de otros 

contextos. De este modo, el tratamiento de las operaciones y sus propie-

dades surge naturalmente y signifi ca poder analizarlos y explicitarlos, 

reconocer modelos que otorguen distintos signifi cados a las operaciones, 

producir cálculos que combinen varias operaciones, evaluar la razonabi-

lidad de los resultados obtenidos, explicitar las propiedades de las ope-

raciones, elegir el tipo de cálculo que resulte más conveniente (mental, 

exacto, aproximado o con calculadora).

Se priorizará el trabajo sobre el cálculo mental, la estimación, la producción 

de estrategias particulares de cálculo y el uso de la calculadora como medios 

para hacer que los estudiantes pongan en funcionamiento las propiedades 

de las operaciones y produzcan argumentos que validen sus producciones.
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El trabajo sobre los conjuntos numéricos contemplará la refl exión so-

bre las relaciones entre los elementos que componen cada una de 

las operaciones.

Proponemos como objetivos:

• Explorar, analizar y explicar relaciones y propiedades (de las

operaciones, de los criterios de divisibilidad, de la conformación

de números, etc.).

• Reconocer y usar los distintos campos numéricos en proble-

mas tanto de contextos intramatemáticos como relacionados a

otras ciencias.

• Refl exionar sobre las propias estrategias utilizadas en las acti-

vidades matemáticas.

• Incorporar hábitos y actitudes propios de la actividad matemática.

• Reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje.

Las situaciones de enseñanza deberían posibilitar una sucesión de accio-

nes de modo de poder identifi car y usar las propiedades de los distintos

conjuntos numéricos, así como de las operaciones que se realizan en él.

Utilizar recursos algebraicos para decidir sobre la validez de propiedades

numéricas y para producir, formular y validar conjeturas relativas a los nú-

meros naturales, enteros, racionales y reales, considerando el sentido que

adquiere cada uno de ellos y las regularidades que es posible establecer.

Números reales y sus subconjuntos
Presentamos los subconjuntos numéricos de los números reales:

• Naturales: { }.,.........3,2,1=N

• Naturales ampliados: { }=∪= 00 NN { }.,.........3,2,1,0

• Enteros: Aquí se agregan los números enteros nega-

tivos que son los de la forma –n, con n N∈ , luego

{ }.,.........3,2,1,0,1,2,3........, −−−=Z

• Racionales: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∧∈= NbZa
b
aQ ,

Observar que estos pueden aparecer expresados en su forma 

decimal por ejemplo:
2

1
 puede ser expresado como 0,5. Todo

número racional tiene una cantidad fi nita de cifras decimales, o 
2
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bien un número infi nito de cifras decimales periódicas. Por 

ejemplo:
3

1
 = 0,33333…

• Irracionales (I): Son los números que tienen una cantidad infi ni-

ta de cifras decimales NO periódicas, por ejemplo: .,,2, etceπ
Luego QZNN ⊂⊂⊂ 0

El conjunto de los números reales como: IQR ∪=

Operaciones con números reales
Propiedades de las operaciones en el conjunto de los números reales (R): 

Si a, b, c y d son números reales con d distinto de cero. Luego tenemos las 

siguientes propiedades:

Para la adición (+)
• Ley de cierre: a + b es un nro. real.

• Propiedad conmutativa: a + b = b + a.

• Propiedad asociativa: a + (b + c) = (a + b) +c.

• Existencia de elemento neutro para la suma: a + 0 = a.

• Existencia del opuesto: a + (-a) = 0; -a es el opuesto de a.

Para la multiplicación (.)

• Ley de cierre: a . b es un número real.

• Propiedad conmutativa: a . b = b . a .

• Propiedad asociativa: a. (b . c) = (a . b) . c .

• Existencia del elemento neutro para el producto: a . 1 = a .

• Inverso multiplicativo o recíproco: si d es distinto de cero existe

d-1 tal que: d . d-1 = 1; d-1 es el inverso multiplicativo de a (recor-

dar d-1 = d
1
).

Observación

El inverso multiplicativo sólo existe para d di stinto de cero (ya que la 

división
0

a
 o a: 0 no existe o más precisamente no está defi nida).
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Ambos: el inverso aditivo y el multiplicativo (este último en caso de exis-

tir) son únicos.

Hay una propiedad que relaciona el producto con la suma que se llama 

propiedad distributiva:

a.(b+c) = a.b + a.c . También: (a+b).c = a.c + b.c .

Propiedad absorsiva: a.0 = 0.a = 0 Es decir que el producto de cualquier 

número real por el cero es = a cero.

Multiplicación de un real por el -1: (-1).a = -a .

Es decir que si multiplico un número real por el -1 obtengo su elemen-

to opuesto.

Observación

Observar que a todas las propiedades las enunciamos solo para la suma 

y el producto, esto se debe a que matemática mente solo hace falta para 

la construcción de los números reales esas dos operaciones, ya que po-

demos defi nir las otras dos como se muestra a continuación:

Resta: a - b = a + (-b) (es decir que la resta de a menos b se defi ne como

la suma de a + el elemento opuesto de b).

División: a : d = 
d
a

 = a . d
-1
, con d distinto de cero (es de cir que defi nimos

la división de a dividido d, con d distinto de ce ro, como el producto de a 

por el inverso multiplicativo de d).

Importante: La división por cero no es posible es decir a:b o su equiva-

lente 
b
a

 existe si y solamente si b no es cero. Un caso particular es

cuando tenemos
0

0
 en ese caso decimos que este cociente está

indeterminado.

Recordar: no se puede
0

a
.

Propiedades útiles:

• a.b = 0  a = 0 o b = 0 (o ambos son cero)

•
b
a

 = 0  a = 0, y b distinto de cero
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Recordemos la regla de los signos para la multiplicación y la división

• Si multiplicamos o dividimos dos números positivos el resultado

es positivo.

• Si multiplicamos o dividimos dos números uno positivo y otro

negativo el resultado es negativo.

• Si multiplicamos o dividimos dos números negativos el resulta-

do es positivo.

La división solo es distributiva cuando el factor a distribuir esta a la derecha:

(a+b):c = a:c + b:c o 
c
b

c
a

c
ba

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Mientras que a:(b+c) o ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ cb
a

 no se puede distribuir.

Orden de los números reales
Tricotomía del orden

Si a y b son números reales cualesquiera, luego se puede dar uno y solo 

uno de los siguientes casos:

• a < b.

• a = b.

• a > b.

Ejemplos

• 0,5 <1 luego (obviamente) no puede pasar que 0,5 = 1 ni tampoco

que 0,5 > 1.

• 
2

1
= 0,5 como se cumple la igualdad luego

2

1
 no puede ser ni

mayor ni menor que 0,5.
2

Llamaremos desigualdades a toda expresión que esté relacionada me-

diante alguno de los siguientes signos: > ((estrictamente) mayor), < ((es-

trictamente) menor), ≥ ( mayor o igual) y ≤ ( menor o igual). Las des-

igualdades relacionadas mediante los dos primeros signos son llamadas 

fuertes o estrictas, mientras que las relacionadas con las dos últimas 

son llamadas débiles o irrestrictas.
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Propiedad transitiva del orden

• Si a < b y b < c entonces a < c.

• Si a =b y b = c entonces a = c.

• Si a > b y b >c entonces a > c.

Ejemplo

• 1< 1,87 y 1,87 <1,88 entonces 1 < 1,88. Si 2 =
2

4
y 
2

4
= 
4

8
entonces

2 = 
4

8
. Si 4 >2 y 2 > (-5) entonces 4 > (-5).

Densidad de los números reales
“Entre dos números reales distintos hay un tercer número real distinto 

a los otros dos”. Es decir, si a y b son dos números reales (a є R, b є R) 

cualesquiera, entonces existe al menos un número real c (c є R) tal que

si a < b entonces a < c <b.

Decimos entonces que el conjunto de los números reales es denso. Esta 

propiedad también es válida para los números racionales (Q) y pa ra los 

irracionales, es decir entre dos números racionales di stintos hay un ter-

cer número racional distinto a los otros dos y entre dos números irracio-

nales distintos hay un tercer número irracional distinto a los otros dos. 

Luego los racionales y los irracionales son densos.

Recordar que los números racionales contienen a los naturales, natu-

rales ampliados y a los enteros pero sin embargo estos tres conjuntos 

no son densos: entre dos números naturales puede no haber un tercero 

distinto a ellos dos, al igual entre dos naturales ampliados y entre dos 

números enteros puede no haber un tercero distinto de ellos. Luego de-

cimos que los naturales (N), naturales ampliados (N
0
) y los enteros (Z)

son discretos. En un conjunto discreto entre dos elementos distintos hay 

una cantidad fi nita de elementos (puede no haber ninguno), mientras que 

en un conjunto denso entre dos números distintos siempre hay infi nitos 

números de este conjunto.

Los números naturales, los naturales ampliados, los enteros, los racio-

nales, los irracionales y los reales son conjuntos infi nitos, es decir po-

seen una cantidad infi nita de elementos. Los naturales poseen primer 

elemento (el 1) al igual que los naturales ampliados (el 0) pero no último 

elemento. Los enteros, los racionales, los irracionales y los reales no 

poseen ni primer ni último elemento.
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El conjunto de los números reales es continuo ya que es denso pero ade-

más entre dos números reales distintos solo hay números reales.

Ejemplos

Entre 1 y 1,1 tenemos los números racionales 1,01; 1,02; 1,001; etc. Entre 

1,4 y 2 tenemos los números reales 1,41; 1,414; 2; etc. Entre 1 y 2 no 

hay ningún natural distinto de 1 y 2. Entre -1 y 0 no hay ningún entero 

distinto de -1 y 0. Entre el número π (3,1415...) y el número 3,14 tenemos 

el número 3,1.

Densidad en el conjunto de los números racionales e irracionales

Objetivo: lograr que el alumno comprenda el concepto de densidad en el

conjunto de los números racionales, irracionales y reales

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lápiz.

Organización: armar grupos de entre tres y cinco alumnos.

Tiempo: 60 minutos aproximadamente. Distribuidos en dos clases en una 

primera 40 minutos y en la otra 20 min.

Consigna
Hacer que el alumno elija dos números cualesquiera racionales distintos, 

a modo de ejemplo tomemos 0,1 y 0,5. Luego se les pide que den 10 nú-

meros racionales mayores que el menor elegido y menores que el mayor. 

Consultarles cómo los obtendrían. Ver las distintas opciones. ¿Serían 

aplicables las técnicas sugeridas si en lugar de pedirles 10 números les 

pedirían 100, 1000, etc.?

Una técnica sugerida podría ser tomar a
0
 = menor de los números elegi-

dos, a
1
 = al mayor, para nuestro ejemplo sería arr

0
 =0,1 y a

1
 =0,5, luego el 

primer número elegido podría ser n
1
 = (a

0
+ a

1
 )/2, luego n

2
= (a

0
 + n

1
 )/2,

..., n
10

 = (a
0
 + n

9
 )/2, entonces obtendríamos:

n
1

n
2

n
3

n
4

n
5

n
6

n
7

n
8

n
9

n
10

0,3 0,2 0,15 0,125 0,1125 0,10625 0,103125 0,1015625 0,10078125 0,100390625

Claramente estos números satisfacen lo solicitado, ¿por qué? ¿Se podría 

haber construido de otra forma?A
C

T
IV

ID
A

D
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Una alternativa sería hacer:

n
1
 = (a

0
 + a

1
)/2, luego n

2
 = (b

0
 + n

1
 )/2, ..., n

10
 = (b

0
+n

9
 )/2 con lo cual obtendríamos.

n
1

n
2

n
3

n
4

n
5

n
6

n
7

n
8

n
9

n
10

0,3 0,4 0,45 0,475 0,4875 0,49375 0,496875 0,4984375 0,49921875 0,499609375

El docente puede mencionar, sin entrar en detalle el término “sucesión de 

números racionales”.

1. Repetir lo anterior eligiendo ahora dos números irracionales, se 

podrían elegir por ejemplo a
0
 = 2 y a

1
 = 3. Observar que ahora 

la sucesión que se obtendría serían números irracionales.

2. Para que el alumno piense en su casa: ¿Qué pasaría si elijo un 

número racional y uno irracional? Debatir luego en la clase si-

guiente, compartir conclusiones.

Potenciación
Potenciación de exponentes naturales y enteros

Defi nimos la potenciación de la siguiente manera sea a un número real 

(a є R) llamado base y n un número natural (n є N) llamado exponente
entonces: an = a.a.a.a ...a n factores.

Ejemplos

• 24 = 2.2.2.2 = 16.

• (2,5) 2 = 2,5 . 2,5 = 6,25.

• (-2)3 = (-2).(-2).(-2) = -8

• 1 5 = 1.1.1.1.1 = 1.

Importante: La potencia de exponente par de cualquier número real 

distinto de cero es siempre mayor que cero.

La potencia de exponente impar de un número mayor que cero es 

siempre mayor que cero.

La potencia de exponente impar de un número real menor que cero es 

siempre menor que cero.

A
C

T
IV

ID
A

D
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Observación

Para cualquier número real a distinto de cero (a є R , a ≠ 0) tenemos que 

a0 = 1. Es decir que “cualquier número real, distinto de cero, elevado a la 

cero da uno”.

No es cierto para a = 0, es decir 00 ≠ 1, de hecho 00 es una indeterminación

(no se puede calcular).

Propiedades de la potenciación natural
Sean a є R, b є R, n є N, m є N.

1. Producto de potencias de igual base:

a n . a m = a n + m .

2. La potencia es distributiva respecto del producto y del cociente:

(a.b) n = a n . b n

(a : b) n = a n : b n o n

nn

b
a

b
a

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

.0≠b

3. Potencia de potencia:

(a n ) m = a n.m .

Potenciación entera

1. Potencias negativas:

Si a ≠ 0 entonces 

nn

a
b

b
a

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

. En particular 
a
b

b
a

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−1

2. Cociente de potencias de igual base:

Si a ≠ 0 entonces 
nm

n

m
nm a

b
aba −==:

: La potenciación no es distributiva respecto de la suma (ni

de la resta).

No es cierto: (a + b)n = an + bn

(a - b)n = an - bn
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Radicación
Radicación de índice natural
Defi nimos la raíz n-ésima con el índice (natural) n ≥ 2, del número real a

(radicando), de la siguiente manera: n a  = c  ( si y solo si) c n = a.

Luego el número real c es la raíz n-ésima de a.

La raíz n-ésima de un número negativo existe, en el conjunto de los núme-

ros reales, si y solo si n es un número impar. La raíz n-ésima de un número

no negativo (positivo o cero) existe cualquiera sea el índice (par o impar).

Propiedades de la radicación
Sean m y n dos números naturales con n ≥ 2 y m ≥ 2, a y b dos números

reales cualesquiera.

1. Si n es un número par y n a= c entonces –c también es una raiz c
n-ésima de a. Es decir si n es par entonces = ± c (dondec c n = (-c)
n = a, recordar que la potencia de exponente par de cualquier

número real, distinto de cero, es siempre positiva).

2. La radicación es distributiva respecto del producto:

n ba. = n a .
n b

3. La radicación es distributiva respecto del cociente:

n ba : = n a : n b o
n

n
n

b
a

b
a
= 0≠

4. mnn m aa .=

Si existe n a  entonces: ( )mnn m aa = .

Importante: La radicación no es distributiva respecto de la suma (ni

de la resta).

No es cierto: 
nnn baba +=+ .

nnn baba −=−
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Exponente fraccionario

Cuando tenemos potencias y raíces es conveniente y más práctico trabajar 

con exponentes fraccionarios y los defi nimos de la siguiente manera: Si 
n ma existe (recordar que si n es par a debe ser no negativo).

n mn
m

aa =  = ( )mn a .

Los exponentes fraccionarios cumplen con todas las propiedades de los 

exponentes naturales.

Observación

Siempre ( )nn a = a .

• Mientras que
n na = a si n es impar y

n na = | a | si n es par.

Ejemplos

• 21/2= 2 .

• (-5) 3/5= 5-53

• a n
1

 = 
n a  (Cualquier raíz pude ser escrita como una potencia de 

exponente fraccionario).

• 
3

2
3

2
3

2

3

2

3

3

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

Valor absoluto de un número real

Sea x un número real, defi nimos el valor absoluto del mismo como:

⎩
⎨
⎧

≥
<−

=
0

0

xsix
xsix

x

Propiedades del valor absoluto

• | a + b | ≤ | a | +| b |.

• | a – b | ≥ | a | - | b |.

• | a . b | = | a | . | b |.

• Si b ≠ 0 => | a : b | = | a | : | b |.
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Observación

Para todo número real.

• Si n es par || aan n = . Ej: 216)2( 44 4 ==−

• Si n es impar aan n = . Ej: 28)2( 33 3 −=−=−

Intervalos y la recta real
Los intervalos son subconjuntos de los reales (es decir conjuntos dentro 

del conjunto de los números reales) de la siguiente forma:

Intervalos acotados

• Intervalo abierto (a,b) = { x є R / a< x <b }, el intervalo no incluye 

los extremos, o sea los números reales a ∧ b.

• Intervalo cerrado [a,b] = { x є R / a ≤ x ≤b }, el intervalo incluye 

los extremos, o sea los números reales a ∧ b.

• Intervalo semi-abierto o semi-cerrado:

• [a,b) = { x є R / a ≤ x < b }, a∈[a,b) pero b∉[a,b) .

• (a,b] = { x є R / a < x ≤ b }, a∉[a,b) pero b∈[a,b) .

Intervalos no acotados y R

• [a,∞) = { x є R / x ≥ a}.

• (a,∞) = { x є R / x > a}.

• (-∞, a] = { x є R / x ≤ a}.

• (-∞, a) = { x є R / x < a}.

(-∞,∞ ) = { x є R }= R ( es decir es todo el conjunto de los reales).

Antes habíamos visto que el conjunto de los números reales es denso. 

Otra propiedad de los mismos es que son completos, es decir que a cada 

punto de la recta numérica le corresponde un número real y que a cada 

número real le corresponde un punto en la recta.
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Ejemplos de representaciones de intervalos en

la recta numérica

(
3
4

; 1) 
210-1 -2

[
3
4

; 1] 
210-1-2

(
3
4

; 1] 

21 0-1-2

|x |  1 

210-1-2 

|x | < 1 
210-1-2

|x | >1 

210-1-2

(- ; 1] 
210-1-2

|x |  1 
210-1-2
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1. Decir si las siguientes propuestas son verdaderas o falsas y justifi car:

1. ( 2 + 5)2 = 22 + 52

2. (4 : 2) 2 = 42 : 22

3. ( 3.5) 3 =43 . 23

4. (2 - 5) es un número natural.

5. ( a + b) 2 = a2 + 2ab + b2

6. (4. n . p) 4 = 256. n4 . p4

7. (3. m3. n2 )2 =9. m6. n4

8. 8.a.b.c : 2.a.c = 4.b

9. ( 33 )2: 33 = 33

10. ( 33 )2. 33 = 32

11. 36 + 64= 6 + 8

12. 6436 + = 10

13. 
2

1

2
=

a
a

14. 40 = 4

15. (((5) 2) 0) 3 = 1

16. 3 . ( 2+4) = 3 . 2 + 3 . 4

17. 10: ( 3 + 2) = 2

2. Completar:

1. [2; 3] = {.........................................}

2. (      ; 8] = {......................................}

3. (-3; 0) = {........................................}

4. [0; 2)  = {........................................}

5. ....……………….. = {x  R / 3 ≤ x <7}

6. ……................ = {x  R /  1,3< x ≤1}

7. ........... = {......................................}

3
2

2
3
8

3. Representar en la recta numérica los siguientes intervalos:

a. [a;+ ∞)

b. (-∞; a)

c. (-∞; a]

d. (-∞;+∞)

A
C

T
IV

ID
A

D
E

S
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4. Expresar en forma de intervalos los siguientes conjuntos:

a. A = {x є R / |x | ≤ 5} =  .......................................................................

b. B = {x є R / |x | < 3}=  ........................................................................

Sugerencia: Recordar que |x | < a , con a >0 ,se puede escribir como –a < x < a. 

De manera análoga |x | ≤ a , con a ≥0 , se puede escribir como –a ≤ x ≤ a.

5. Expresar los siguientes conjuntos como unión de intervalos:

a. A = {x є R / |x | ≥1} =  .........................................................................

b. B = {x є R / |x | >7} = .........................................................................

c. C = {x є R / |x + 2 | ≥2} =  ..................................................................

d. D = {x є R / |x - 5| ≥ 
2

3
} =  .................................................................

6. Representar gráfi camente los siguientes conjuntos:

a. A = {x є R / |x | <1}

b. B = {x є R / |3 + 3x | >2}

c. C = {x є R / | 
3

52 −x
| ≥1}

d. D = {x є R / | 
5

x
 - 2| > 

2

1
}

A
C

T
IV
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A
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Módulo N° 2

Funciones: función lineal, 
función cuadrática,
exponencial y logarítmica

¿Por qué estudiar funciones?

En los diseños curriculares provinciales se aprecia una constante preo-

cupación por que los alumnos adquieran los conocimientos necesarios 

para desenvolverse como ciudadanos capaces de ejercer sus derechos y 

deberes en una sociedad que incorpora cada vez más a su funcionamien-

to, a sus actividades y a sus lenguajes ciertos aspectos matemáticos.

Esta unidad tiene como objetivo introducir la noción de funciones y presen-

tar algunas de ellas mostrando su utilidad para modelar situaciones reales, 

sociales o naturales, destacando la información que un análisis del compor-

tamiento de las mismas puede brindar.

Específi camente en el mundo actual, todos nos enfrentamos a situaciones 

de la vida cotidiana, que requieren el manejo de las relaciones que se dan 

entre distintas variables. Un ejemplo de esto puede ser: calcular el costo de 

la energía eléctrica de nuestro hogar. El monto que pagamos por el uso de 

esta energía es una función que depende del consumo.

Nos proponemos como objetivos:

• Utilizar modelos funcionales para organizar, interpretar e inter-

venir en diversas situaciones de la realidad.

• Comprender e interpretar distintas formas de expresión mate-

mática e incorporarlas al lenguaje y a los modos de argumen-

tación habituales.

• Reconocer y plantear situaciones en las que existan problemas

susceptibles de ser formulados en términos matemáticos, re-

solverlos y analizar resultados utilizando recursos apropiados.

• Refl exionar sobre las propias estrategias utilizadas en las acti-

vidades matemáticas.

• Incorporar hábitos y actitudes propios de la actividad matemática.

• Reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje.
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Los contenidos están relacionados con la unidad de números y con el

lenguaje algebraico. Las funciones lineales aparecen en situaciones de

proporcionalidad, de costos y de cantidades a precio fi jo; las cuadráticas,

muchas veces aparecen por acumulación de efectos lineales (así 

ocurre en el espacio recorrido por un cuerpo en caída libre); la función

exponencial caracteriza muchos procesos de crecimiento proporcional

(evolución de precios, demografía); la de proporcionalidad inversa se

emplea en la descripción de innumerables procesos físicos o geométricos;

el comportamiento recurrente de muchos fenómenos, tales como la

temperatura o ciertos fenómenos eléctricos, da lugar a funciones periódicas.

El desarrollo y adquisición de los conceptos de este eje supone el 

conocimiento de la idea de función, lectura, descripción e interpretación de 

tablas y gráfi cas, representación gráfi ca de funciones, y estudio a partir de 

la fórmula desarrollado en los cursos anteriores. Se necesita además de una 

adecuada utilización de los números y el manejo del lenguaje algebraico.

Sugerencias
El uso de herramientas informáticas, como geogebra, silab, u otro sof-

tware matemático libre (que pueden disponer en netbooks o celulares), se

constituye en un medio efi caz para la apropiación de las funciones como

objeto de estudio, analizando dominio, imagen, raíces y comportamiento en

general, a partir de un diálogo permanente entre distintos tipos de regis-

tros (gráfi cas, tablas, fórmulas, enunciados). Las propuestas de enseñanza

deberían posibilitar o promover una sucesión de acciones que muestren el

corazón del trabajo matemático en el aula, en el que cobre importancia

reconocer y usar funciones polinómicas (con mayor énfasis en las funcio-

nes afín y cuadrática) y utilizar modelos funcionales en la resolución de

problemas que se aproximen a situaciones reales. Este camino, en el que

se ponen de relevancia las funciones polinómicas, será el terreno propicio

para el trabajo con polinomios (raíces o ceros, factorización, etc.).

Algunos símbolos que usaremos en el desarrollo del tema

• ∀(Para todo)

• ∃ (Existe (al menos uno))

• ∈ (Pertenece a), se usa en la relación entre elementos 

y conjuntos.

• / (Tal que)

• ⇔ (Si y sólo si)

• ⇒ (Implica, entonces)
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• ⊂ (Incluido en), es una relación que se da entre conjuntos.

• ∧ (y)

• ∨ (ó)

• R+ reales positivos.

• R- reales negativos.

• R+
0
 reales no negativos, o sea, los positivos y el cero.

¿Qué es una función?
Una función es una relación entre dos conjuntos de modo tal que a cada 

elemento del primer conjunto A (dominio o conjunto de partida) le asigna 

uno y solo un elemento del conjunto B (codominio o conjunto de llegada). Lo 

simbolizamos BAf →: . Se lee f de A en B.

Ejemplo

Sea { } { }A= { 1; 2; 3} y B={1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}

óLa relación { ú }f: {asigna a cada número su cuadrado}

Luego:

( )f(1)=1

( )f(2)=4

( )f(3)=9

Esta relación es una función y si llamamos x a los elementos de A pode-

mos escribir
2)( xxf =

Consideraremos A y B conjuntos de números, es decir RA ⊂  y RB ⊂ . 

Las funciones numéricas proporcionan, una manera de cuantifi car y des-

cribir la dependencia de una variable de otra, un modelo para el estudio 

de aspectos del fenómeno en cuestión.

Informalmente una función es una asignación tal que por cada entrada 

que realizamos obtenemos una única salida.
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Observación

Que esta función podría representar por ejemplo el cálculo del área de un 

cuadrado de lado con longitud x, podríamos decir que el área está en fun-

ción de la longitud del lado.

Muchas veces para tomar decisiones sobre una situación que haya sido mo-

delada por una función, interesa hacer un análisis del comportamiento de 

dicha función: cuándo crece, cuándo decrece, cuán rápido lo hace, dónde 

toma sus valores extremos, etc.

La segunda parte de este curso está orientado a estudiar cómo se hace este 

tipo de estudio de funciones, y esta unidad en particular, propone ese análi-

sis para las funciones cuando se conoce su gráfi co.

Veremos ahora los conceptos de dominio, imagen y gráfi co de una función.

Sea f la función y x la variable independiente.

f(x) ( la imagen de x a través de la función) es la variable dependiente, ya que

depende del valor de x cuando no hay posibilidad de confusión se la puede 

indicar con y.

(x, f(x)) es el conjunto de los puntos que están sobre la gráfi ca que repre-

senta la función. Si f es una función, tal que f: BA→  diremos que:

Al mayor conjunto para la cual la función esté defi nida, se llamará do-

minio natural de la función. Siempre que no aclaremos tomaremos como 

dominio de la función al natural.

Aplicación de funciones en la vida real

Objetivo: lograr que el alumno comprenda, en forma intuitiva, los con-

ceptos función, dominio e imagen a través de la presentación de un mo-

delo matemático que represente una situación de la vida real.

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lápiz. Opcional: netbook, 

celular.

Organización: armar grupos de entre tres y cinco alumnos luego de ha-

ber visto los conceptos anteriores.

Tiempo: 30 minutos aproximadamente. Se prevé la utilización este tiem-

po de la clase. A
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Consigna:

• Presentación de la actividad: El costo de electricidad en octubre

de 2016 de la ciudad de Paraná para los clientes que consumen

hasta 200kw/h/  (kilowatts hora), sin impuestos, se calcula según

un cargo fi jo de $41,62 y un cargo variable, que depende del

consumo, de $0,6986 por kw/h.

• Pedirles a los alumnos que calculen cual sería el costo de con-

sumir 0kw/h, 1kw/h, 100 kw/h, 120kw/h y 200kw/h. Luego que

grafi quen los resultados ¿qué observan?

Posible respuesta: los alumnos pueden realizar los siguientes cálculos: 

para 0 kw/h el costo sería $41,62+0*$0,6986=$41,62; para 1kw/h 

$41,62+1*$0,6986=$42,3186; analogamente para 100 kw/h 

$41,62+100*$0,6986=$111,48. Entonces para 120 kw/h sería $125,452 y 200 

kw/h $181,34. En caso de disponer de un grafi cador lo pueden utilizar para 

representar los datos. Sino también con lápiz y papel se puede realizar.

• Consultar a los alumnos ¿qué observan? Notar que los puntos

se distribuyen sobre una recta (el costo es una función lineal).

• Luego, el docente puede preguntar, “¿se animan a dar una ex-

presión que permita calcular el costo para cualquier consumo

x, para un consumo de hasta 200kw/h?”

Posible respuesta: El costo para cualquier consumo sería

c(x)= $41,62+x*$0,6986

• En relación a la propuesta anterior, ¿Es una función? ¿Cuáles

serían los valores para los que está defi nida?

• Posible respuesta: hkwxhkw /200/0 ≤≤ , o en forma de intervalo
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• [0 ,200]. Este sería el dominio de la función.

• ¿Cuáles son los valores mínimo y máximo que puede tomar el costo?

Posible respuesta: $0 y $181,34 respectivamente (observar que el conjun-

to imagen sería [0 ; 181,34] ).

• Preguntar si a los alumnos se les ocurren otras situaciones que

se puedan modelar utilizando funciones.

Dominio, codominio e imagen
• El dominio de f, que llamaremos A, es el conjunto de valores de 

x para los que la función está defi nida, se gráfi ca sobre el eje x.

Se escribe Df.

• Convenimos en llamar codominio al segundo conjunto (el de llega-

da), conjunto B, que escribiremos como Cf.

• La imagen de la función o conjunto imagen, que indicaremos

como lm f, es el conjunto de valores que alcanza f, es decir, el

conjunto cuyos elementos son las f(x), gráfi camente aparece

en el eje y: Im f = {es el conjunto de los y pertenecientes a B

tal es que existe x perteneciente a A con f(x) = y} en símbolos

{ }yxfxByf =∧∃∈= )(/Im ⊆ Cf.⊆

Coloquialmente, un elemento de B (codominio) está en la Imagen de la fun-

ción, si es imagen de algún elemento de A (Dominio)

Una función queda determinada con la fórmula f(x), que relaciona a la varia-

ble independiente x con la dependiente y.

Veamos si la siguiente gráfi ca corresponde a una función cuyo dominio e ima-

gen pertenecen a los reales.
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Observamos en la gráfi ca que para a < x < b, a algunosx x le correspondex

más de un valor de y, lo que se visualiza fácilmente trazando rectas pa-

ralelas al eje de ordenadas, por lo tanto no es función.

Intervalos de positividad y negatividad
Llamamos ceros de una función a los valores de x para los cuales se hace 

nula la misma. Es decir, si x
0
 es un cero de f(x) entonces f(x((

0
)=0.

Sea f(x) una función defi nida en el intervalo (a,b), es decir (a,b) ⊂ DfD , luego:ff

• Si f(x)>0 para todo x en (a,b), luego (a,b) es un intervalo de posi-

tividad de la función.

• Si f(x)<0 para todo x en (a,b), luego (a,b) es un intervalo de ne-

gatividad de la función.

• Si f(x)=0 para todo x en (a,b), luego (a,b) decimos que la función

es nula en este intervalo.

Ejemplos

Los valores a, b, c y d son los ceros de esta función, es decir f(x)=0 para x 

igual a cada uno de estos cuatro valores (gráfi camente los ceros son los 

puntos donde la gráfi ca de la función corta al eje x). Luego: f(x)>0 para x

en (a, b) y (c, d) y f(x) <0 para x en ( ∞− ; a), (b; c) y (d; ∞+ ).
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Intervalos de crecimiento y de 
decrecimiento de una función
Sea f(x) una función defi nida en el intervalo (a; b), es decir (a; b)⊂ Df, luego:

• Decimos que la función f(x) es monótona creciente si para todo 

x
1
∈(a , b) y x

2
∈(a , b) tales que x

1
< x

2
 tenemos que f(x((

1
) ≤ f(x((

2
).

• Decimos que la función f(x) es estrictamente creciente si para

todo x
1
∈(a , b) y x

2
∈(a , b) tales que x

1
< x

2
 tenemos que f(x((

1
) < f(x((

2
).

• Decimos que la función f(x) es monótona decreciente si para

todo x
1
∈(a , b) y x

2
(a , b) tales que x

1
< x

2
 tenemos que f(x((

1
) ≥ f(x((

2
).

• Decimos que la función f(x) es estrictamente decreciente si para

todo x
1
∈(a , b) y x

2
∈(a , b) tales que x

1
< x

2
 tenemos que f(x((

1
) > f(x((

2
).

• Decimos que la función f(x) es constante si para todo x
1
∈(a , b) y

x
2
∈(a , b) tales que x

1
< x

2
 tenemos que f(x((

1
) = f(x((

2
).

La función es estrictamente creciente en (a , b).

La función es monótona creciente en (a , b) pero no estrictamente cre-

ciente; ya que existen valores en el intervalo (a , b) donde la función es

constante, observar el intervalo (c , d).
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La función es estrictamente decreciente en (a , b)

La función es monótona decreciente en (a, b). Pero no estrictamente de-

creciente ya que existen valores en el intervalo (a, b) donde la función es 

constante, observar el intervalo (c, d).

La función es constante en [a , b]. ∈∀x [a , b] es f(x)=c.

Transformación de funciones
En muchas ocasiones es posible la construcción de la gráfi ca de una 

función a partir de la gráfi ca de otra función conocida aplicando diver-

sas transformaciones.

Desplazamientos horizontal y vertical

• La gráfi ca de la función ( )y f x c= +  se puede obtener a partir 

de la gráfi ca de f mediante un desplazamiento verticalf c.
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• Asimismo, la gráfi ca de ( )y f x c= +  puede obtenerse de la de f

mediante un desplazamiento horizontal de magnitud –c.

Ejemplo

La gráfi ca de 13 +−= xy  se puede trazar desplazando la gráfi ca de

xxf =)(  horizontalmente 3 unidades a la derecha y, verticalmente, 1

unidad hacia arriba.

Refl exión: Estas transformaciones son que originan gráfi cas simétricas

de la de f:

• )(xfy −= : simetría respecto del eje x

• )( xfy −= : simetría respecto del eje y

• )( xfy −−= : simetría respecto al origen de coordenadas

Estiramiento y acortamiento vertical: La transformación )(xcfy = pro-

duce un alargamiento vertical si c> 1, mientras que si 0 <c< 1 se trata de

un acortamiento vertical.

Alargamiento y acortamiento horizontal: En este caso analizamos la

transformación )(xcfy = : si c> 1, se acorta horizontalmente en un fac-

tor 1/c; si 0 <c< 1, se alarga horizontalmente en un factor 1/c.

Funciones pares e impares

• La función f es par si para todo elemento de su dominio se veri-f

fi ca que )()( xfxf −=
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• Según la defi nición, la gráfi ca de una función par es simétrica

respecto al eje de ordenadas.

• La función f es impar si para todo elemento de su dominio es: f

)()( xfxf −−=

La gráfi ca de una función impar es por lo tanto simétrica respecto al 

origen de coordenadas.

Álgebra de funciones

Dadas dos funciones f y g (por simplicidad consideremos que ambas tie-

nen el mismo dominio y el mismo codominio), es posible defi nir nuevas 

funciones mediante las siguientes operaciones:

• Suma de funciones: )()())(( xgxfxgf +=+

Resta de funciones: )()())(( xgxfxgf −=−

Producto de funciones: )()())(( xgxfxfg =

• Producto de una función por un escalar: Rkxkfxkf ∈= ),())((

• Cociente de funciones: 0)(,
)(

)(
))(( ≠= xg

xg
xfx

g
f

Composición de funciones

Dadas las funciones BAf →: y CBg →: , luego se defi ne la función

compuesta CAfg →:o  como: [ ])())(( xfgxfg =o

Clasifi cación de funciones
Recordemos que:

• Una función BAf →:  es inyectiva si todo elemento del co-

dominio es imagen de, a lo sumo, un elemento del dominio. O,

en forma equivalente, f es inyectiva si elementos distintos delf

dominio tienen imágenes distintas.

• Una función BAf →: es suryectiva o sobreyectiva (o simple-

mente sobre el codominio) si todo elemento del codominio es

imagen de algún elemento del dominio (o, en forma equivalente,

si el conjunto imagen coincide con el codominio).

• La función f es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.
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Observación

Se puede determinar gráfi camente si una función es inyectiva del si-

guiente modo: toda paralela al eje de abscisas debe cortar a la gráfi ca de 

la función en no más de un punto.

Para comprobar si es suryectiva: toda paralela al eje de abscisas debe 

cortar a la gráfi ca de la función en al menos un punto.

Inversa de una función
Si f es una función def A sobre B ( :f A B→ ) se defi ne la inversa de f

(denotada por f -1f ) de la siguiente manera 
1( ) ( )y f x x f y−= ⇔ = .

La inversa de una función no es necesariamente otra función. Una condi-

ción necesaria y sufi ciente para que f -1f  sea función es que f sea biyectiva. f

En este caso f -1f  es también una función biyectiva:

:f A B→ es función biyectiva 
1 :f B A−⇔ → es función biyectiva.

Si f está dada mediante una fórmula, se puede encontrar la expresión f

para la inversa sustituyendo x por x y, luego despejando y.

La gráfi ca de la función inversa es simétrica de la gráfi ca de la función con res-

pecto a la recta que contiene a las bisectrices del primer y tercer cuadrante.
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Función lineal

Una función lineal es una función cuyo dominio y codominio son todos 

los números reales, y su expresión analítica es f(x)=mx+n con m y n nú-

meros reales.

Recordar que el ejemplo de la electricidad se trataba de una función lineal.

Ecuaciones de la recta
a) Ecuación pendiente - ordenada al origen

La ordenada al origen de una recta es el valor de n en donde la gráfi ca 

corta al eje y, es decir la recta pasa por el punto (0, n).

Pendiente de una recta: llamaremos m a la pendiente de una recta y

se defi ne de la siguiente manera, sean P
1
=(x

1
,y

1
y ) y P

2
=(x

2
,y

2
y ) dos puntos 

cualesquiera de la recta, entonces 

21

21

xx
yym

−
−

=  ó

12

12

xx
yym

−
−

=  (ambos

cocientes dan el mismo resultado).

Luego la ecuación pendiente-ordenada al origen de la recta es nxmy += .
(m: pendiente; n: ord. al origen).

Si tomamos la recta xy 3−=  , esta recta tiene pendiente –3 y ordenada

al origen 0.

Ejemplo

Si una recta pasa por los puntos P=(2, 3) y por Q=(1, 0) luego m = 3
12

03
=

−
−

( ó también 3
21

30
=

−
−

=m ).

La ordenada al origen de una recta es el valor de n en donde la gráfi ca 

corta al eje y, es decir la recta pasa por el punto (0, n).

Pendiente de una recta: llamaremos m a la pendiente de una recta y 

se defi ne de la siguiente manera, sean P
1
=(x

1
;y

1
) y P

2
=(x

2
;y

2
) dos puntos

cualesquiera de la recta, entonces m = 

21

21

xx
yy

−
−

 ó m = 

12

12

xx
yy

−
−

 (ambos 

cocientes me dan el mismo resultado).

La ecuación pendiente-ordenada al origen de la recta es: y = m.x + n (m:

pendiente; n: ord. al origen).
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Si tomamos la recta xy 3−=  , esta recta tiene pendiente –3 y ordenada 

al origen 0

Ejemplo: Si una recta pasa por los puntos P=(2; 3) y por Q=(1; 0) luego

3
12

03
=

−
−

=m  ( ó también 3
21

30
=

−
−

=m ).

• Si la pendiente es m > 0 la recta es paralela a una que va del 

tercer al primer cuadrante.

• Si la pendiente es m < 0 la recta es paralela a una que va del 

segundo al cuarto cuadrante.

• Si la pendiente es m =0 la recta es paralela al eje x (horizontal).

Si la pendiente no existe la recta es paralela al eje y (vertical).

Observación

Ejemplo

• 1
2

3
−= xy  esta recta tiene pendiente

2

3
 y ordenada al origen -1

En la tabla de valores, se observa:

X Y
0 -1

2 2

-1

2

(0,-1)

(2,2)

Uno de los puntos que utilizamos es el que tiene la ordenada al origen.
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La pendiente es positiva por eso la recta es paralela a una que va del 

tercer al primer cuadrante (creciente).

Si tomamos ahora la recta xy 3−=  , esta recta tiene pendiente –3 y or-

denada al origen 0

Si hacemos una tabla observamos:

b) Ecuación punto - pendiente

Si una recta pasa por un punto P= ),( 00 yx  y tiene pendiente m luego su 

ecuación es:

)( 00 xxmyy −=−
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Observación

Cuando la recta es vertical la pendiente no existe entonces esta tiene 

ecuación: 0xx =

c) Ecuación de la recta que pasa por dos puntos

Una recta pasa por los puntos P= ),( 00 yx  y Q= ),( 11 yx  tiene ecuación:

A continuación se muestran que condiciones deben cumplir las pendien-

tes de dos rectas para ser paralelas o perpendiculares, es decir para ver 

la posiciones relativas entre ellas.

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad
Sean 1r  y 2r dos rectas de pendiente 1m  y 2m , luego:

• Las dos rectas son paralelas si tienen igual pendiente, es decir 

1r // 2r  si 1m = 2m

• Las dos rectas son perpendiculares si la pendiente de una es 

igual al opuesto del reciproco de la otra, es decir

1r ⊥ 2r  si 1m =
2

1

m
−
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Funciones Lineales

Una función de la forma f(x) = mx + n, donde m y n son números reales; m

representa la pendiente y n representa la ordenada al origen. Su dominio

natural es el conjunto de los números reales (R).

La representación gráfi ca de una función lineal es una recta.

Función cuadrática
Ahora trabajaremos con otro tipo de funciones llamadas cuadráticas estas 

son funciones cuya fórmula está dada por polinomios de segundo grado.

La forma general de una función cuadrática es:

cbxaxxf ++= 2)( , con 0≠a

Donde ba, y c son números reales constantes, con 0≠a (a distinto de

cero), ya que si 0=a , el polinomio obtenido es de la forma ( ) cbxxf +=
que como ya vimos es una función lineal.

El dominio natural o de defi nición de cualquier función cuadrática, al igual 

que de cualquier función lineal, es el conjunto de todos los números reales (R).

Nota

A fi n de que el alumno comprenda la potencialidad de las funciones en 

problemas de la vida real es que el docente puede introducir este tema 

utilizando el siguiente ejemplo.
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Aplicación física de las funciones cuadráticas

Objetivo: lograr que el alumno comprenda una aplicación física simple 

para las funciones cuadráticas.

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lápiz.

Organización: una clase expositiva con participación de los alumnos.

Tiempo: 30-40 minutos aproximadamente.

Consigna: Caída libre

Si dejamos caer un objeto desde una altura inicial y
o
 en el vacío, sin

considerar ni vientos laterales ni el rozamiento con el aire, el mismo 

cae en forma vertical. La distancia respecto del suelo en un instante t, 

medido en segundos, previo al llegar al suelo, expresada en metros, es 

0

29,4)( ytth +−= .

Por ejemplo: si lo dejamos caer desde una altura inicial de 2m la función 

sería 29,4)( 2 +−= tth .

Para el docente: Plantee a los alumnos las siguientes actividades y posi-

bilite la discusión acerca de las posibles respuestas.

Considerando esta última situación:

1. Evalúe h(0) ¿Qué signifi ca? (Esperar las respuestas de los alumnos)

Posible respuesta

h(0)= 2 [m] la función evaluada en el tiempo t=0 (el tiempo inicial) me da

la altura inicial.

2. ¿Qué tiempo tarda en impactar contra el suelo? <Esperar las

respuestas de los alumnos>

Posible respuesta

Hacemos h(t)=0 . Obtenemos0 029,4 2 =+− t  resolviendo. 29,4 2 −=− t

9,4

22

−
−

=t

639,0
9,4

2
2,1 ±≈±=t [s]

A
C

T
IV

ID
A

D
E

S



53

Como el tiempo es positivo la respuesta es que en aproximadamente 

0,639 segundos impactará contra el suelo.

3. Realice una gráfi ca que represente cómo varia la altura en me-

tros en función del tiempo.

Posible respuesta

La gráfi ca podría ser:

Veamos a continuación algunos ejemplos de Función Cuadrática:

• f(x) = -3x2 + 4x +1

• g(x) = 7 x2 – 4

• h(x) = x2

La función cuadrática más simple está dada por 
2)( xxf = . La grafi ca

de esta función cuadrática servirá como base para trazar la de cualquier 

otra función cuadrática

Podemos ver que para la función 
2)( xxf = , se cumple lo siguiente:

• f(-3) = f(3) = 9

• f(-1) = f(1) = 1

• f(-0,5) = f(0,5) = 0,25

Más generalmente )()( xfxf =− , la función 
2)( xxf = es una función 

par, por eso satisface esta condición. Recordemos que toda función par es A
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simétrica respecto del eje y. Luego decimos que el eje y es el eje de simetría

de la gráfi ca. La gráfi ca que representa a esta función es una parábola.

De hecho la gráfi ca de cualquier función cuadrática y = ax2 + bx + c es c

una parábola.

Eje de Simetría
Una de las características más importantes de las parábolas es que son 

simétricas respecto de una recta vertical llamada eje de simetría. En el 

caso de 
2)( xxf = el eje de simetría tiene ecuación 0=x (por ejemplo: y),

esta simetría se debe al hecho de que
22)( xx =− .

Vértice
Cualquier parábola presenta un punto de infl exión llamado vértice, que

se localiza en la intersección del eje de simetría con la propia parábola. 

Por ejemplo la parábola que representa a la función
2)( xxf =  tiene su

vértice en el punto (0,0), el origen de coordenadas.

La gráfi ca de la función 
2)( xxg −=  es simétrica a la de la función

2)( xxf = respecto del eje x y tiene el mismo vértice y eje de simetríax

como podemos observar en el siguiente gráfi co: trazamos la gráfi ca de 

)(xf  y la de )(xg .
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Dominio, Codominio e Imagen de una Función Cuadrática

Observemos que las funciones )(xf  y )(xg que veníamos estudiando 

tienen Df=R yDg=R, refi riéndonos en ambos casos a sus dominios natu-

rales, mientras que si observamos las imágenes (el conjunto imagen): Im 

f= R+
0
 , el conjunto de los reales no negativos: { x  R / x  0}, y la Im g =

R-
0
 ( el conjunto de los reales no positivos: { x  R / x  0}).

De hecho cabe observar que )()( xfxg −= .

Concavidad
Decimos que la gráfi ca de 

2)( xxf =  es cóncava hacia arriba, ya que las

ramas de la misma apuntan hacia arriba, y que la de 
2)( xxg −=  es cón-

cava hacia abajo, ya que sus ramas apuntan hacia abajo.

Observemos del gráfi co anterior que
2)( xxf =  decrece a la izquierda de 

su eje de simetría en el intervalo (-, 0) y crece a la derecha de este, en 

el intervalo (0,).

Mientras que la función 
2)( xxg −= , crece a la izquierda del eje de si-

metría (x = 0) en el intervalo (-,0) y decrece a la derecha de este, en el 

intervalo (0,).

Desplazamientos a partir de la función 2xy =

La gráfi ca de 
2xy =  puede servir de guía para grafi car otras funciones

cuadráticas. En los siguientes ejemplos a), b), c) y d) se muestra la 

gráfi ca de
2xy =  en líneas punteadas para poder compararla con otras 

funciones cuadráticas.

f(x)=x2

g(x)= -x2
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22 += xy 22 −= xy

La gráfi ca de 22 += xy
es congruente con la de 

2xy =  pero está desplazada

2 unidades hacia arriba.

La gráfi ca de 22 −= xy
es congruente con la de

2xy =  pero está desplaza-

da 2 unidades hacia abajo.

El vértice de esta parábola es

(0,2). El eje de simetría es: x = 0.

El vértice de esta pa-

rábola es (0, -2).

El eje de simetría es x = 0. El eje de simetría es x = 0.

A continuación se observa la gráfi ca de la función 
2)2( += xy .

Como se le suma 2 a x y luego se eleva al cuadrado la expresión, luegox

para 2−=x , 0=y  y el vértice de esta nueva parábola se ubica en el

punto del plano (-2,0), luego su eje de simetría tiene ecuación 2−=x . Es

decir está desplazada dos lugares hacia la izquierda respecto de 
2xy =

. De manera parecida la gráfi ca de la función 
2)2( += xy  está despla-

zada dos unidades hacia la derecha, luego su vértice es (2, 0) y su eje de

simetría es x = 2.
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2)2( += xy 2)2( −= xy

La gráfi ca de
2)2( += xy  es 

congruente con la de
2xy =

pero está desplazada 2 uni-

dades hacia la izquierda.

La gráfi ca de 
2)2( −= xy  es

congruente con la de 
2xy =

pero está desplazada 2 uni-

dades hacia la derecha.

El vértice de la parábola (-2,0). El vértice de la parábola (2,0).

Su eje de simetría tie-

ne ecuación 2−=x .

Su eje de simetría tie-

ne ecuación 2=x .

Ahora si comparamos las gráfi cas de las siguientes funciones cuadráti-

cas, mediante una tabla de valores, podemos observar:

x y = x2 y = 2x2 y = ⅓ x2

1 1 2 ⅓

-1 1 2 ⅓

3 9 18 3

-3 9 18 3

0 0 0 0

A medida que crece en valor absoluto el coefi ciente a que acompaña a x2

más aguda es la gráfi ca y cuando más pequeño es en valor absoluto más 

abierta es la gráfi ca. Otro ejemplo es:

x y = -x2 y = -2x2 y = -⅓ x2

1 -1 -2 -⅓

-1 -1 -2 -⅓

3 -9 -18 -3

-3 -9 -18 -3

0 0 0 0

 y = 2x2

 y = x2

 yy = ⅓x2



58

En resumen

Sea 
22)( vv yxxy +−=  luego el vértice tiene coordenadas: (x

v
 , y

v
)

vv
, es

decir x
v
 es la abscisa del vértice y y

v
 la ordenada.

La ecuación del eje de simetría es: x = x
v
.

Si a > 0 la parábola es cóncava hacia arriba (sus ramas apuntan ha-

cia arriba).

Si a < 0 la parábola es cóncava hacia abajo (sus ramas apuntan ha-

cia abajo).

Veamos el siguiente ejemplo de la aplicación de lo anterior:

Se puede grafi car a partir de
2xy =  la función 2)2()( 2 −+== xxfy

con la gráfi ca de
2xy = :

Desplazarla dos unidades hacia la izquierda:

 y = x 2

 y = ( x + 2 ) 2
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Y por último trasladarla dos unidades hacia abajo:

La gráfi ca fi nal tiene vértice en el punto (-2,2) y eje de simetría x = -2.

Esta forma nos permite identifi car inmediatamente el vértice y el eje 

de simetría.

Ejemplos

Función Vértice Eje de Simetría Concavidad

3)1( 2 +−−= xy (1;3) x=1
1−=a , 0<a enton-

ces la parábola es 

cóncava hacia abajo.

1)5,0( 2 −+= xy (-0,5;-1) x=-0,5
1=a , 0>a entonces 

la parábola es cón-

cava hacia arriba.

13 2 −−= xy (0;- 1); x =0 (Eje x).
3−=a , 0<a enton-

ces la parábola es 

cóncava hacia abajo.

Ecuaciones para hallar el vértice de una parábola

Las soluciones de la ecuación 02 =++ cbxax , con a ≠ 0, viene dada por

la fórmula de la resolvente:

a
acbbx

2

42

2,1

−±−
=

 y = ( x + 2 ) 2- 2
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Observemos que como el vértice );( VV yxV =  de la parábola se encuen-

tra sobre el eje de simetría luego conociendo los ceros de la función po-

demos hallar la abscisa del mismo de la siguiente manera:

Si 
1x y

2x son los ceros de la función cuadrática f(x) luego
2

21 xxxv
+

= . 

Si aplicamos esta última fórmula a las soluciones obtenidas de la fórmu-

la de la resolverte podemos hallar una fórmula general para hallar la 

abscisa del vértice:

x
v
= 
a
b
2

−

La ordenada y
v
 del vértice la obtenemos calculando y

v
 = f(x

v
 )

Esta fórmula sirve también para cuando la función cuadrática no tiene 

ceros reales.

Otra aplicación de funciones cuadráticas

Un granjero decide criar patos y compra una cierta cantidad de machos 

y hembras. Se empiezan a reproducir y la población crece en función del 

tiempo. Este crecimiento está dado por la fórmula 22202)( 2 ++−= tttp

1. ¿Cuántos patos compró?

2. ¿Cuándo se da la mayor población de patos y cuántos patos son?

3. ¿Cuándo hay 184 patos?

4. ¿En algún momento se extinguen? Si es así, ¿Cuándo?

En principio es una situación problemática que tendrá solución en los nú-

meros naturales por tratarse de cantidad de patos (variable dependiente 

p) y el tiempo transcurrido en años (variable independiente t).

Posibles respuestas
1. ¿Cuántos patos compró?

El tiempo inicial es p(t)=0 para conocer la cantidad de patos 

que compró.

220.200.2)( 2 ++−=tp
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22)( =tp

O sea, compró 22 patos.

2. ¿Cuándo se da la mayor población de patos y cuántos patos son?

Se necesita conocer el punto máximo que alcanza la gráfi ca

de la función, sabiendo que la grafi ca es una parábola cóncava

hacia abajo (a<0). Se calcula el punto del vértice ( )pt VV ;

Donde:
a
bVt
.2

−
= )( tp VfV =

En la situación inicial:

22;20;2 ==−= cba

5
4

20

2.2

20
=

−
−

=
−

−
=tV

112225.205.2)5( =++−== fVp

El vértice es

( )112;5; =ptV

Esto esen cinco años la población llegará a 112 patos como máximo.

3. ¿Cuándo hay 184 patos?

Es lógico responder que la población de patos no llegará a 184

patos ya que en el ítem anterior confi rmamos que la pobla-

ción máxima será de 112 patos en 5 años. Podemos verifi car-

lo algebraicamente:

22.20.2184 2 ++−= tt

Reemplazando nos queda una ecuación cuadrática.

22.20.2184 2 ++−= tt

162.20.20 2 −+−= tt

Aplicando la fórmula resolvente, se encuentran dos solucio-

nes posibles:

a
cabbtt

.2

..4
;

2

21

−±−
=
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)2.(2

)162).(2.(4)20(20
;

2

21 −
−−−±−

=tt

4

89620

4

129640020
; 21 −

−±−
=

−
−±−

=tt

Esta ecuación no tiene solución, confi rmamos lo dicho con ante-

rioridad, la población de patos no llegará a 184 patos.

4. ¿En algún momento se extinguen? Si es así, ¿cuándo?

a
cabbtt

.2

..4
;

2

21

−±−
=

)2.(2

22).2.(42020
;

2

21 −
−−±−

=tt

4

2420

4

57620

4

17640020
; 21 −

±−
=

−
±−

=
−

+±−
=tt

Donde 11 −=t , 112 =t

Esto indica que la población de patos se extinguirá a los 11 años.

Función Exponencial y Logarítmica
Introducción a las funciones exponenciales

Imagine usted que un cultivo de bacterias crece con tal rapidez que a 

cada hora el número de bacterias se duplica. En estas condiciones, si 

había 10.000 bacterias cuando el cultivo comenzó a crecer, el número 

habría aumentado a 20.000 después de una hora, habría 40.000 después 

de 2 horas (ya que se habría duplicado la población de la hora anterior), 

y así sucesivamente. Luego la función que muestra el crecimiento de esta 

población es: f(x) = (10.000).2 x

Esta función nos da el número de bacterias presentes después de x horas.x

Esta ecuación defi ne una función exponencial.

De manera más general tenemos que las funciones exponenciales tienen 

la siguiente forma:

f: R → R+/ f(x) = ax donde a > 0 y a ≠ 1 .

Llamamos al número a base de la función exponencial.

A
C

T
IV

ID
A

D
E

S



63

Observación

La función no tiene problemas para ningún valor de x. Luego su dominio 

natural o de defi nición es el conjunto de todos los reales, es decir Df = R. 

De igual manera la función no alcanza nunca valores negativos así como 

tampoco el cero, luego If = R+.

Debemos dividir las funciones exponenciales en dos casos:

Observar:

• En ambos casos la función tiene ordenada al origen en y = 1 , ya

que f(0) = a0 = 1 (recordar que a > 0y a ≠ 1).

• Cuando a > 1: f(x) = ax es estrictamente creciente en el intervalo

(-, ), es decir es estrictamente creciente en todos los reales.

• Cuando 0 < a < 1: f(x) = ax es estrictamente decreciente en el interva-x

lo (-, ), es decir es estrictamente decreciente en todos los reales.
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• No tiene ceros. Es decir nunca corta al eje x. De hecho se pega

al eje x pero nunca lo toca, decimos que tiene una asíntota hori-

zontal de ecuación y = 0 (eje x).

Ejemplo

Compare las gráfi cas de f(x) = 2xde g(x) =

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
2

1
 (o equivalentemente,

usando las propiedades de la potencia, g(x) = 
x−2  ).

Introducción a las funciones logarítmicas

Recordemos antes de comenzar la defi nición del logaritmo de un número:

Sean a> 0 y a ≠ 1 y b> 0 dos números reales, luego log
a
b = c sí y sólo sí 

ac = bc .

Llamamos al número real a la base del logaritmo.

Observación

log
a
1= 0 y log

a
a =1

Defi nimos a la función logarítmica como R+→ R / f(x) = log
a
(x).

Es decir está defi nida solo en los reales positivos (dominio) y su imagen

son todos los reales.

Gráfi camente: i) f (x) = log
a
(x) si a>1

g(x)=(1/2)x f(x)=2x
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• Todas la funciones logarítmicas tienen un cero en x = 1, es decir

cortan el eje x en x = 1 (abscisa al origen).

• Cuando a > 1: f(x) = log
a
(x) es estrictamente creciente en el

intervalo (0, ), es decir es estrictamente creciente en todos 

los reales.

• Cuando 0 < a < 1: f(x) = log
a
(x) es estrictamente decreciente en el inter-

valo (0,), es decir es estrictamente decreciente en todos los reales.

Ejemplos

Un caso particular de función logarítmica es g(x) = ln (x), logaritmo 

natural o neperiano. Este logaritmo tiene por base el número irracional

e = 2,71828... Luego la función inversa del logaritmo es g -1(x) = ex , 

exponencial natural.

f (x) = logf (x) log
a
(x)(x)tiene una asíntota tiene una asíntota 

vertical en x = 0 ( eje y).

ii)f - (x) = log
a
(x)si 0<a<1. f (x) = loga(x) tiene una asín-

tota vertical entota vertical en x = 0x 0 ( eje y). ( eje y).
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Otro ejemplo es h(x) = log
10

 (x ) = log (x) ,
0

cuando el logaritmo es base 10 

no hace falta aclararlo. Luego h -1(x) = 10x00  .

Propiedades de los logaritmos: Sean b y d >0

• log 
a
 ( b . d) = log

a
 b + log

a
 d

• log 
a
 ( b : d) = log 

a
 b - log

a
 d , si d ≠ 0

• log 
a
 ( b x) = x log x

a
 b

• log 
a
 ( a x) = x y a x log a ( x ) = x.

• log 
a
 ( 1 ) = 0 y log

a
 ( a ) = 1

• Cambio de base: log
a
 ( b ) = 

)ln(

)ln(

)log(

)log(

a
b

a
b

=

En la siguiente grafi ca se muestra la relación de algunas funciones y 

sus inversas:

Dadas las siguientes funciones dé su dominio, imagen, ceros, intervalos de 

positividad y negatividad, paridad, crecimiento y decrecimiento. Grafi que:

a) 1)(log3 −= xy

b) )1(log
3

1 += xy

c) 21 −= +xey

d)
2

2 xy =
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Módulo N° 3

Expresiones Algebraicas Enteras 
y Fraccionarias. Funciones
Polinómicas y Racionales

¿Por qué estudiar Expresiones Algebraicas?

En módulo se orienta a desarrollar estrategias para superar el pasaje 

de la aritmética al álgebra, permitiéndole reconocer al estudiante los 

fenómenos de la vida cotidiana que pueden ser modelizados por expre-

siones algebraicas.

La propuesta consiste en abordar el aspecto algorítmico del funciona-

miento algebraico en concordancia con el análisis del comportamiento 

de las variables en juego y las representaciones gráfi cas.

Nos proponemos los siguientes objetivos:

• Promover la comprensión y la modelización como aspecto fun-

damental de la actividad matemática.

• Conceptualizar las características inherentes al proceso de modelizar.

• Distinguir las continuidades y rupturas que se presentan en el

pasaje de la aritmética al algebra.

• Proponer situaciones que admitan diferentes formas de representación.

• Argumentar en base al conocimiento matemático, utilizando la

demostración deductiva.

• A partir de este abordaje es posible que el estudiante acceda a la

geometría analítica, como un espacio en el que se integran las

funciones y el álgebra como herramientas de modelización para

resolver cuestiones de geometría.
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Expresiones algebraicas

Una expresión algebraica es aquella que vincula números y letras por 

medio de las operaciones aritméticas: suma, resta, producto, cociente, 

potenciación y radicación.

Por ejemplo, son expresiones algebraicas: 
32x ,

22xy ,

y
x 32 +

, yx 53 2 − ,

2

13 −m

Clasifi cación

Expresiones algebraicas enteras

Se llama enteras a las expresiones algebraicas donde las variables apare-

cen en el numerador y están afectadas solo a exponentes naturales.

Parte numérica                          Parte literal 

ab2c3

Ejemplos de expresiones algebraicas enteras:

2
3

2 2 +x ; 
32 x− ; yyy +− 23 2
5

2
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Monomios

Un monomio es una expresión algebraica entera de un solo término.

Un monomio tiene la forma
naxxP =)(

Ra∈  coefi ciente

Nn∈  exponente

• Monomios semejantes: son aquéllos que tienen la misma parte literal.

Ej: mx 2
2

1
, mx 2  y mx 23−  son semejantes

• Grado de un monomio: es la suma de los exponentes de todas

las letras o variables.

Ej: mx 2
2

1
 su grado es 3

• Operaciones con monomios: se emplean en todos los casos las 

propiedades de los números reales.

Adición: solo se pueden sumar los monomios semejantes

mxmxmxmx 2222

2

3
3

2

1
−=−+

Multiplicación: se multiplican los coefi cientes por un lado y para la parte

literal se aplican las propiedades del producto de potencias de igual base.

( )( ) amxmxax 4

2
322

2
1 3. −=−

División: se dividen los coefi cientes por un lado y para la parte literal se 

aplican las propiedades del cociente de potencias de igual base.

( ) ( ) 4

10
1252

2
1 5: ammxamx −=−

Polinomios
Llamamos polinomios a la adición y sustracción indicada de monomios

no semejantes. Por ejemplo:

mxamxax 4

2
322

2
1 3 −+−

Un polinomio tiene la forma 01

1

1 ....)( axaxaxaxP n
n

n
n ++++= −

−

Ra∈ coefi cientes
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0≠na Coefi ciente principal

0a Término independiente

Grado de un polinomio

Es el grado del monomio de mayor grado de los que componen el polinomio.

Por ejemplo:

mxamxax 4

2
322

2
1 3 −+−  es grado 5 mientras que ynxm 26 32 −  es de 

grado 6.

Operaciones con polinomios

• Adición: sumamos los monomios semejantes de ambos polinomios.

( ) ( )
13

22213

4

2
322

2
1

24

2
322

2
1

−−+−=

−+++−+−

mxamxax

mxamxamxax

• Substracción: se cambian los signos del polinomio sustraendo 

y se suman,

( ) ( )
35

22213
4

2
322

2
1

24

2
322

2
1

+−−−=

−+−+−+−

mxamxax
mxamxamxax

• Multiplicación: multiplicamos aplicando propiedad distributiva 

y sumamos los monomios semejantes,

)262()5155()25).(3( 22222222 aaxxaaxaxaaaxx −+−++−=−+−

axaaxax 2251511 22222 −−+−=

• División: una forma práctica de dividir polinomios es aplicando la 

regla de Ruffi  ni.

En caso de que el dividendo sea un polinomio en x, es decir que la única 

letra que aparece en la parte literal es x, y divisor sea de la forma (x-a)

(donde a es un número real). Entonces podemos calcular el cociente y el

resto de la siguiente manera:

Sean 6323)( 325 ++−= xxxxP  y 2)( −= xxQ
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Primero se ordena el polinomio divisor de manera decreciente según las 

potencias del mismo y se lo completa:

602303)( 2345 ++−++= xxxxxxP

Proceso

1. Se baja el 3 (coefi ciente de mayor grado) y luego se multiplica

por el 2.

2. Se suma este resultado al segundo coefi ciente del dividendo.

3. El resultado de esta suma se multiplica por 2 y se le suma al

tercer coefi ciente.

4. Se repite este proceso hasta terminar.

5. Una vez terminado reconstruimos nuestro cociente teniendo en

cuenta que este es de un grado menor que el dividendo, esta

ordenado decrecientemente, completo y los coefi cientes del

mismo son 2 6 15 28 56 y su resto es 118. Esto es:

56281563)( 234 ++++= xxxxxC y R = 118.

Teorema del Resto

En el caso de la división de un polinomio en x por otro de la forma (x-xx a), el 

resto es igual al valor numérico del polinomio dividendo en donde se rem-

plaza x por x a.

Ejemplo: Si tomamos el polinomio del ejemplo anterior:

1186)2.(3)2.(2)2.(3)2( 325 =++−=P
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Factoreo de expresiones algebraicas

Consiste en expresar un Polinomio como un producto de factores.

1° Caso - Factor común

Un factor común de un polinomio es un máximo común divisor (MCD) 

de todos sus términos. Es un factor que aparece en todos los términos 

y el mismo se extrae. El número de términos dentro del paréntesis es el 

mismo del polinomio original.

Ejemplos
)342(2684 23235232 byxxyayxbyxayxyx +−=+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−+ cmnmmnncmmnnm 32423

4

1
1

2

1

2

1

8

1

2

1

4

1

2° Caso – Factor Común por grupos

Se agrupan los términos y se extraen los factores comunes de cada gru-

po, luego se extrae los factores comunes a cada uno de los grupos, para 

factorizar completamente el polinomio (se tiene que poder armar grupos 

con las mismas cantidades de términos).

Ejemplos

))((

)()()()( 22

axbx
bxabxxabaxbxxabaxbxx

−+=
+−+=−−++=−−+

)2)((

)()(2)()22(22 22

abbx
bxabxbabaxbbxabaxbbx

+−=
−+−=−+−=−+−

Previo la formalización del tema lo puede introducir observando lo siguiente.

Verifi quemos la fórmula del desarrollo del cuadrado del binomio (x+y+ )2

observando las áreas de los siguientes cuadrados rosa (de lado y) , ama-

rillo) (de lado x) y los rectángulos celestes (de lados x e x y):
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Claramente esto no es una demostración de la identidad (x+y+ )2 = x2+2xy+ 

y2 ya que tanto x como x y pueden tomar valores negativos la misma se 

puede demostrar haciendo

(x+y+ )2 = (x+y+ )(x+y+ )= x2+yx+ + xy+y+ 2 =x2+2xy+ y2

Observar lo siguiente:

En
222 )(2 yxyxyx +=++

222 )(2 yxyxyx −=+−

222 )2.(44 yxyxyx −=+−

2336 )1(12 +=++ xxx

 Se aplica una de las siguientes fórmulas:

33223 )(33 bababbaa +=+++

33223 )(33 bababbaa −=−+−

5° Caso – Diferencia de cuadrados

Toda diferencia de cuadrados se puede transformar en el producto de la 

suma de las bases por la diferencia de las mismas:

)).((22 bababa −+=−

Ejemplos
)2).(2(42 −+=− xxx

)).(( 4428 yxyxyx −+=−

)53).(53(53 2 −+=− xxx
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Expresiones algebraicas racionales
fraccionarias o fracciones algebraicas
Se llama así a las expresiones algebraicas donde al menos una variable 

está afectada a exponente negativo, o esta aparece en el denominador.

Operaciones con expresiones
algebraicas fraccionarias

Simplifi cación: Es transformarla en otra expresión algebraica fracciona-

ria equivalente. Para ello se factoriza numerador y denominador, y luego 

se simplifi ca los factores comunes.

Ejemplo

Adición: se factoriza numerador y denominador.

Para construir el nuevo denominador tomamos los factores comunes y 

no comunes con su mayor exponente.

Se suma como si se tratara de fracciones numéricas, es decir como sigue:

bd
cbad

d
c

b
a +

=+

Ejemplo

Multiplicación: se factorizan numeradores y denominadores y se simpli-

fi can los factores comunes entre el numerador y denominador.
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Ejemplo

División: como con los números reales, se multiplica la primera fracción 

(dividendo) por la segunda fracción (divisor) invertida:

c
d

b
a

d
c

b
a

=:

Ejemplo

1. Dados: 6435)( 34 −+−= xxxxP 3
2

1
3)( 23 ++−= xxxQ

3)( += xxD  hallar:

a. =+ )()( xQxP

b. =− )(3)(2 xQxP

c. =− )()( xPxQ

d. =)().( xQxQ

e. =)().( xQxP

f. =)3(P

g. =− )1(Q

2. Completar para que se trate de un trinomio cuadrado perfecto

y luego factorizarlo.

a. ....24 2 ++ xx

b. 14.... 2 +− x

c. 2....5 4 +−x

d. 4....2 +−x

Simplifi caciones válidas si 1−≠x  y si 1≠x
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Simplifi caciones válidas si 1−≠x  y si 2−≠x
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3. Factorizar:

a. pqbpaqab 3333 +++

b. abxaxbxx +++ 55

c. 22 5105 zaza ++

d. 23332 44 cbcabba ++

e. 8832 pqp −

f. 6446 77 zyyx −

g. bdbcadac
5

2

5

4

5

6

5

12
+++

h. yyx 164 −

i. xx 828 2 −−−

4. Dadas
13

19
)(

2

+
−

=
x
xxP

169

981
)(

2

3

++
−

=
xx
xxxQ

Resuelva:

e. =+ )()( xQxP

f. =− )(3)(2 xQxP

g. =− )()( xPxQ

h. =)().( xQxP

i. =)(:)( xQxP

j. =)3(P

k. =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−
3

1Q

Recordemos previamente qué nos decía el teorema del resto.

Teorema del Resto: El resto de la división de un polinomio P(x) con uno

de la forma (x-c) tiene resto igual al valor numérico del polinomio en c. 

Es decir p(x): (x - c) tiene resto R = p(c).

Si c es un cero o raíz del polinomio, es decir p(c)=0, observamos por este 

teorema que (x-c) es un factor del polinomio.

De ahora en adelante hablaremos indistintamente de ceros o de raíces 

de un polinomio.

Teorema de las n raíces: Si P(x) es un polinomio de grado n ≥1, entonces 

tiene exactamente n raíces, considerando las reales y las complejas con 

sus multiplicidades.

Esto quiere decir que un polinomio de grado n puede tener a lo sumo n 

raíces. Gráfi camente esto es que la gráfi ca de una función polinómica 

dada por un polinomio de este tipo corta a lo sumo n veces al eje x.
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Funciones polinómicas: Una función polinómica de gra-

do n es una función RRf →:  que pueden expresarse como
1

1 1 0( ) ....n n
n nf x a x a x a x a−

−= + + + +  con 0na ≠

Teorema de Gauss de las raíces racionales: sea P(x) = a
n
xn + a

n-1
xn-1 +.….+

a
0 
, un polinomio con coefi cientes enteros ( ),...,1, niZai =∀∈ , sean kp

y kq  los divisores enteros de a
0

y de a
n

respectivamente, luego las raíces

racionales, en caso de existir, vienen dadas por 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
±

k

k

q
p

Teorema de Bolzano: Si P(a) y P(b) tienen signos opuestos, existe un nú-

mero real c entre a y b para el cual P(c) = 0

La regla de Descartes dice que:

• el número de raíces positivas de P(x) es igual al número de va-

riaciones de signo de los coefi cientes de P(x), o menor a ese nú-

mero en un número par.

• el número de raíces negativas de P(x) es igual al número de va-

riaciones de P(–x), o menor a ese número en un número par.

Cotas superiores e inferiores:

• Si al dividir P(x) por el binomio x – b, (b> 0) todos los elementos

resultan no negativos, b es una cota superior de los ceros de P(x).

• Si al dividir P(x) por el binomio x – a, (a< 0) los elementos resul-

tan alternadamente no positivos y no negativos, a es una cota

inferior de los ceros de P(x).

Ejemplos

• Analicemos la función polinómica 1)( 2 −= xxf . Tratemos de

hallar sus raíces, dijimos que es lo mismo buscar raíces que ce-

ros luego podemos resolver factorizando:

)1).(1(12 +−=− xxx

11 =x  y 12 −=x  son raíces o ceros de la función

y como aparecen en un solo factor es son de multiplicidad uno.
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• Veamos raíces de multiplicidad mayor que uno:

Sea xxxxf 363)( 23 ++=

2223 )1.(3)12.(3363 +=++=++ xxxxxxxx

01 =x y 12 −=x . Observar que -1 es una raíz o cero de mul-

tiplicidad 2 ya que )1).(1()1( 2 −+=+ xxx
multiplicidad uno.

• Sea la función 1222122)( 23 −+−= xxxxf . Como los signos

varían tres veces en )(xf  puede tener tres raíces positivas, y

como para  f(-x) no hay cambio no tiene raíces negativas. Si sa-ff

bemos que 2 (se puede hallar aplicando Gauss) es una raíz del

polinomio luego (x–2) es un factor entonces podemos utilizar 

Ruffi  ni para factorizar el polinomio:

Luego )2).(682()( 2 −+−= xxxxf

Utilizando el método de la resolvente para 0682 2 =+− xx ob-

tenemos 12 =x  y 33 =x

Luego el polinomio se factoriza completamente como:

)3).(1).(2.(2)( −−−= xxxxf  Como vemos tiene tres raíces de

multiplicidad uno. Luego su gráfi ca corta al eje x en tres lugares.

No conocemos el grafi co exacto de esta función pero podemos

esbozar un grafi co teniendo en cuenta lo siguiente: Los ceros de

la función son x =1, 2 y 3.

• f(x) es negativa a la izquierda de x =1, f(0) <0.

• f(x) es positiva entre x =1 y x =2, f(1,5) >0 .

• f(x) es negativa entre x =2 y x =3 , f(2,5) <0

• f(x) es positiva a la izquierda de x =3 , f(10) >0

Los intervalos de positividad son: )2,1( y ),3( +∞ .

Los intervalos de negatividad son: )1,(−∞ y )3,2( .
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La grafi ca correspondiente a f(x) es:

Funciones racionales

Las funciones racionales son aquellas funciones cuya fórmula viene dada 

por el cociente entre dos polinomios. El dominio natural de estas funcio-

nes son todos los valores reales que no anulen el denominador. Es decir 

)(

)(
)(

xQ
xPxf = , con P y Q polinomios, Q no nulo, luego el dominio

Df={ x  R / Q(x) ≠ 0}

Grafi que:

2

1

)1(
)(

+
+

=
x
xxf

22
)(

2

−
−

=
x
xxxg ;

x
xxxxh

2

2
)(

23 +−
=

(ayuda, simplifi que primero)
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Funciones homográfi cas

Son funciones racionales donde el denominador es un polinomio de gra-

do uno y el numerador uno de grado menor o igual a uno. La más simple 

es: f(x) =
x
1

. Observemos su gráfi co:

x f(x) =
x
1

1 1

-1 -1

0,1 10

-0,1 -10

0,001 1000

-0,001 -1000

10 0,1

-10 -0,1

1000 0,001

-1000 -0,001

0 No existe

El Df= R- {0} y la Im f= R- {0}.

Luego, por lo observado, decimos que f(x) =
x
1

 tiene una asíntota vertical 

de ecuación x = 0 (se aproxima al eje y pero no lo intersecta) y una asín-0

tota horizontal de ecuación y = 0 (se pega al eje x pero no lo corta).0

Observación

La función f(x) = x
1
. Cuando tomamos valores muy cercanos a cero obser-

vamos que nuestra función toma valores positivos muy grandes si x > 0 y 

valores muy negativos si x <0. El valor x = 0 está fuera del dominio natu-

ral de la función. Cabe observar que la función no alcanza nunca el valor 

cero, y a medida que más nos alejamos del origen tomamos valores más 

cercanos a cero pero sin alcanzarlo.
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Ecuación canónica de una función homográfi ca

c
dxb

axf +
−

=
)(

)(

horizontal. Además si o
b
a
>  la función es decreciente (en los respectivos 

intervalos) y si o
b
a
<  la función es creciente (en los respectivos intervalos).

Ejercite su comprensión: dar el dominio, imagen, asíntotas y grafi car a 

partir de la función
x

xf 1
)( −=  : g(x) =

x
1

−  , w(x)= 
x
1

 y h(x) =
2

1

x
.
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Módulo N° 4

Ecuaciones e inecuaciones. 
Sistemas de ecuaciones
e inecuaciones (2X2)

¿Por qué estudiar ecuaciones e inecuaciones?

La construcción de modelos matemáticos muchas veces necesita del 

planteo y resolución de ecuaciones e inecuaciones de diverso tipo, por 

lo que es fundamental que el alumno domine destrezas básicas que le 

permitan resolver los problemas que las involucran. Además los temas 

que se trataran en este módulo son básicos en el ingreso de las carreras 

vinculadas a las ciencias exactas.

Nos planteamos los siguientes objetivos:

• Que el alumno comprenda las diferencias entre ecuaciones

e inecuaciones.

• Comprenda las técnicas básicas para la resolución de ecuacio-

nes e inecuaciones sencillas.

• Introducir al alumno a la resolución de sistemas ecuaciones e

inecuaciones con dos incógnitas (2x2).

Ecuaciones
Nos referiremos como ecuaciones a expresiones relacionadas mediante 

el signo igual en donde aparezcan incógnitas.

Ejemplo
2x –3 = 7.

Si deseamos obtener el valor de x (la incógnita) podemos resolver la 

ecuación de la siguiente manera.

Si sumamos 3 a ambos lados de la igualdad no se altera la misma:

2x –3 + 3= 7 + 3
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Agrupamos usando la propiedad asociativa para los reales:

2x + (-3 + 3)= 7 + 3

2x + 0 = 10

El cero es neutro para la suma:

2x = 10

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por
2

1
 (o lo que es lo mis-

mo dividiendo por 2)

x = 5

El valor de nuestra incógnita x es 5.

Si queremos verifi car debemos reemplazar esta valor en la ecuación ini-

cial y comprobar si esta se satisface.

Recordemos que la suma separa en términos y el producto en factores. 

La igualdad separa en miembros.

Observar que las propiedades están defi nidas solamente para la suma y 

el producto, recordar, como habíamos visto, que la resta en el fondo es 

una suma y la división en el fondo es una multiplicación, por lo tanto es-

tas propiedades son cierta también para la resta y el cociente, en el caso 

de este último debemos pedir que el número por el que vamos a dividir 

ambos miembros sea distinto de cero.

Las propiedades que utilizamos arriba son las siguientes:

• Propiedad de la adición de la igualdad: Para todos los números

reales a, b y c si a = b entonces

 + c = b + c.

• Propiedad de la multiplicación de la igualdad: Para todos los

números reales a, b y c si a = b entonces

a . c = b . c.

Habitualmente cuando resolvemos ecuaciones en la secundaria no pres-

tamos atención a estas propiedades y utilizamos la regla mecánica de 

pasar de un miembro a otro cambiando por la operación opuesta. Es de-

cir que si tenemos un numero que está sumando pasa restando, si está 

restando pasa sumando, si está multiplicando pasa dividiendo, y si está 



85

dividiendo pasa multiplicando. Todos estos pasajes de términos y facto-

res están justifi cados con las propiedades antes vistas.

Es importante tener en cuenta que si pasamos un factor al otro miembro di-

vidiendo este debe ser distinto de cero, ya que la división por cero noy q p existe.

Validez de una expresión
Recordemos que la división por cero no es posible, así como tampoco la 

raíz de un número negativo cuando el índice es par.

Siempre que se nos plantee una expresión analizaremos para qué valo-

res esta es válida:

Por ejemplo

1. 
1

3

−
+
x
x

 existe x≠ 1.

2. 6 1−x  existe x ≥ 1

3. x + 2 existe para todo x real.

A continuación veremos casos particulares de ecuaciones:

Ecuaciones de primer grado

Son las ecuaciones que se pueden expresar como ax+b=0 con a y b reales

y a distinto de cero. Estas se resuelven de la manera antes vista.

Ecuaciones de segundo grado

Son las ecuaciones que se pueden expresar como cbxax ++2  con

0,, ≠∧∈ aRcba .

Se pueden obtener las soluciones o raíces aplicando la formula

a
acbbx

2

42

2,1

−±−
=

Si 042 >− acb  la ecuación tiene dos soluciones reales distintas.

Si 042 =− acb  la ecuación tiene una solución real única (raíz doble).

Si 042 <− acb  la ecuación tiene dos soluciones complejas conjugadas.
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Ecuaciones exponenciales

Son en las que aparece la incógnita como exponente. Para resolver este 

tipo de ecuaciones se aplican las propiedades de la potenciación antes 

vistas y las siguientes propiedades, para a>0 1≠∧ a  : Si cbaa cb =⇒=

Si caca bb =⇒=

Ejemplos

a. 82 1 =+x
 luego factorizando el 8 tenemos 

31 22 =+x
31 =+⇒ x

luego x=2.

b. 7222 11 =++ +− xxx
 aplicando propiedades para la potenciación

7222
2

2
=⋅++ xx

x

72
4

7
=x

luego 
7

4
72 ⋅=x  fi nalmente 2242 2 =⇒== xx

.

c. 117333 11 =++ +− xxx
 aplicando propiedades para la potencia-

ción 11733
3

3
3 =⋅++ x

x
x

luego sumando 1173
3

13
=⋅ x

 despe-

jando
13

3
1173 ⋅=x .

3337 3 =⇒== x

Ecuaciones logarítmicas

Son aquellas en la que la incógnita aparece afectada por un logaritmo.

Recordemos las propiedades de los logaritmos:

para a>0 1≠∧ a , c>0 1≠∧ c ,b>0 y d>0

• log 
a
 ( b . d) = log

a
 b + log

a
 d

• log 
a
 ( b : d) = log

a
 b - log

a
 d , si d ≠ 0

• log 
a
 ( b x) = x log

a
 b

• log 
a
 ( a x) = x y a log a ( x ) = x.

• log 
a
 ( 1 ) = 0 y log

a
 ( a ) = 1
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•  Cambio de base: log 
a
 ( b ) = 

)ln(

)ln(

)log(

)log(

a
b

a
b

=

• Si log
a 
b= log

c
 b= k entonces aplicando defi nición de loga-

c

ritmo caca kk =⇒=

• Si log
a

b= log
a
c=k entonces aplicando defi nición de loga-

ritmo cbcaba kk =⇒=∧=

Ejemplo

4)13(log3 =+x  aplicando la defi nición de logaritmo
4313 =+x despe-

jando 1813 −=x  Finalmente
3

80
=x .

Inecuaciones

En las inecuaciones, a diferencia de las ecuaciones, los miembros en vez 

de ser una igualdad expresan una desigualdad. Por ejemplo:

x + 2 ≥ -1.

Para resolver una inecuación debemos tener en cuenta las propiedades 

de monotonía para las desigualdades:

1. Si sumamos (o restamos) el mismo número a ambos miembros

de la inecuación la desigualdad no cambia.

2. Si multiplicamos (o dividimos) por el mismo número positivo

ambos miembros de la inecuación, la desigualdad no cambia.

3. Si multiplicamos (o dividimos) por el mismo número negativo

ambos miembros de la inecuación, la desigualdad se invierte.
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Ejemplos

a. a ≤ b => a – 2 ≤ b – 2.

b.  -0,9 > -2 => -0,9 + 2 > 0+2

c. 1,1 > 0.

d. -5 < 3 => 2.(-5) < 2.3

e. -10 < 6.

f. 2 ≥ 1 => -2,5 . 2 ≤ -2,5 .1

-5 ≤ -2,5 (Observar que se invierte la desigualdad)

g. -5 < 
16

1
 => -5 . (-2) >

16

1
. (-2)

 10 > 
8

1
−  (Observar que se invierte la desigualdad)

Resolvamos la siguiente inecuación:

-2x – 5 < 3x

-2x - 5 +5 < 3 + 5x

-2x < 8

2

1
. (-2)x < x

2

1
. 8

-x < 4x

-1.(-x- ) > -1 .4

x > -4x

El resultado fi nal son los x > -4, luego la solución x є (-4, ∞). Si no se 

aclara lo contrario x es real luego la solución es todo el intervalo (-4, ∞).

La inecuación puede no tener solución como por ejemplo:

|x | < 0.

Recordar que el valor absoluto de un número real es siempre mayor o 

igual a cero. En estos casos, cuando no haya solución posible, diremos 

que la solución es el conjunto vacío, en símbolos “solución= Ф”.



89

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

a. x + 7= 15

b. 3x + 7= 15x

c. x2 + 3x= 28

d. x2 – 3x= 13x

e.
3

93 2 +x
= 6

f. 012 =++ xx

g. 0122 =++ xx

h. 022 =−+ xx

2. Representar gráfi camente los siguientes conjuntos:

a. A = {x є R / |-5x | <1}

b. B = {x є R / |3 + 3x | >2}

c. C = {x є R / | 
3

52 −x
| ≥1}

d. D = {x є R / | 
5

x
 - 2| > 

2

1
}

Recordar: Sea el número real a > 0 entonces:

|x | < a => -a < x <a

|x | ≤ a => -a ≤ x ≤a

|x | > a => -a > x ó a< x

|x | ≥ a => -a ≥ x ó a ≤ x.

3. Ecuaciones racionales. Luego de resolver, verifi que las respuestas.

Ejemplo: 2
1
=

+−
x
x

 dominio: { }0/ ≠∈ xRx

 Luego xx 21 =+−

13 −=− x

3

1
=x
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a. |x+1|=2

b. 0
2

1
=

+− x

c. 0)2)(1( 32 =−−+ xx

d. 0
2

)1)(2( 2

=
+−

−−
x
xx

e. 
xx
2

2

1
=

+−

f. 013

2

=−x

g. 0
2

|42|
=

+−
+
x
x

h. 
1

22

2

42

+
−−

=
+−
+

x
x

x
x

4. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 
3

5
393 1212 −=−+ +− xxx

 b)
2

55 32 xx −− =

c) )3(log)3(log )32()1( −+ = xx  d) 2)6(log)6(log 88 =++− xx

Sistemas de ecuaciones lineales (de 2x2)
Se presentaran a continuación algunos métodos para la resolución de 

sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incógnitas. 

Estos pueden escribirse de manera general como

⎩
⎨
⎧

=+
=+
feydx
cbyax

 con a,b,c,d,e,f números reales.

Se resolverá el siguiente ejemplo para recordar los métodos más usuales.

⎩
⎨
⎧

=−
=+
054

132

yx
yx

Este método consiste, básicamente, en despejar una incógnita en una 

ecuación y sustituir en la otra.

Si en el ejemplo despejo x de la primera ecuación obtengo yx
2

3

2

1
−=  (1)

sustituyendo en la segunda se obtiene que 05
2

3

2

1
4 =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − yy  y

resolviendo:

0562 =−− yy

0112 =− y
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211 −=− y

11

2
=y

Reemplazando en (1) obtengo

11

2

2

3

2

1
−=x

22

5
=x

óSolución= 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

11

2
,

22

5

Método de igualación

Es similar al anterior pero consiste en despejar la misma incógnita de 

ambas ecuaciones y luego igualar lo obtenido para así despejar. Si en el 

ejemplo despejamos x de las ecuaciones obtenemos yx
2

3

2

1
−=  y

yx
4

5
=  luego igualando

y
2

3

2

1
− = y

4

5

yy
2

3

4

5

2

1
+=

y
4

11

2

1
=

y=
11

2

Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones despejadas

11

2

4

5
=x  = 

22

5

Sol =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

11

2
,

22

5
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Método de Gauss

⎩
⎨
⎧

=−
=+

)2(054

)1(132

ecyx
ecyx

 si multiplicamos por 2 la (ec1) y le restamos la (ec2)

obtenemos el sistema equivalente
⎩
⎨
⎧

=+
=+
4110

132

y
yx

En este método se combinan las siguientes operaciones elementales de renglón:

• Multiplicar ambos miembros de una ecuación por una constante

distinta de cero.

• Sumar (o restar) a una ecuación el múltiplo escalar de otra.

• Intercambiar dos ecuaciones de lugar.

De la segunda ecuación obtenemos
11

2
=y  luego sustituyendo en la pri-

mer ecuación obtenemos que 
22

5
=x . Luego Sol =

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

11

2
,

22

5
.

Método Gráfi co

Cada ecuación de este tipo de sistemas 

⎩
⎨
⎧

=+
=+
feydx
cbyax

representa gráfi ca-

mente una recta, el método grafi co consiste en grafi car ambas y obser-

var gráfi camente lo que ocurre.

Resolvemos para el ejemplo 
⎩
⎨
⎧

=−
=+
054

132

yx
yx

El ejemplo se trata de un sistema compatible determinado.
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Interpretación gráfi ca de los distintos tipos del
sistema

⎩
⎨
⎧

=+
=+
feydx
cbyax

Sistema compatible determinado

Sistema incompatible

Sistema compatible indeterminado (las dos ecuaciones tienen como grá-

fi ca la misma recta)

Clasifi cación de sistemas de ecuaciones lineales de acuerdo a sus soluciones:

Sistema compatible determinado: cuando tiene solución única.

Sistema compatible indeterminado: cuando tiene infi nitas soluciones.

Sistema incompatible determinado: cuando no tiene solución.
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Ejemplos

Resuelva y clasifi que los siguientes sistemas

a. 
⎩
⎨
⎧

=+−
=−
1106

353

yx
yx

b.
⎩
⎨
⎧

=+
=+
5105

242

yx
yx

Aplicamos Gauss. Si se multiplica por dos la primera ecuación y se

la suma a la segunda se obtiene 
⎩
⎨
⎧

=+
=−

→+
700

353
212

yx
EcEc como

se observa en la segunda ecuación queda que 0=7 lo cual es un ab-

surdo por lo tanto el sistema es incompatible (no tiene solución).

b. Si multiplicamos por 5 la primera ecuación y por 2 la segunda y

luego restamos obtenemos

⎩
⎨
⎧

=+
=+

→
⎩
⎨
⎧

=+
=+

→−
000

102010

102010

102010
2215

yx
yx
yx

EcEc como se

observa se pierde una ecuación y queda que 102010 =+ yx  des-

pejando yx 21−=  como y puede tomar cualquier valor el sis-

tema tiene infi nitas soluciones sol={ }Ryyx ∈−= ,21 entonces

el sistema es compatible indeterminado.

Sistemas de inecuaciones lineales
En los sistemas de inecuaciones lineales se reemplazan las ecuaciones

lineales por inecuaciones. Aquí solo se verá la resolución grafi ca

Ejemplo:

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥
≥

≥−
≤+

0

0

054

132

y
x
yx
yx

Primero se resuelve
⎩
⎨
⎧

=−
=+
054

132

yx
yx

rectas fronteras que es el punto (5/22;2/11) de la región, grafi camos las

dos rectas 132 =+ yx  y 054 =− yx , la dos últimas inecuaciones indican

que estoy en el primer cuadrante.

Despejando obtenemos que

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥
≥

≤

−≤

0

0
5

4
3

2

3

1

y
x

xy

xy

 sombreamos de acuerdo a

las inecuaciones.
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Donde se superponen las regiones sombreadas es mi región solución

1. Resuelva y clasifi que los siguientes sistemas utilizando al menos

dos métodos.

a.
⎩
⎨
⎧

=+−
−=−
1106

15

yx
yx

b.
⎩
⎨
⎧

=+−
=−
16

35

yx
xy

⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

376

53

yx
yyx

d.
⎩
⎨
⎧

=+−
=−

13018

353

yx
yx

e.
⎩
⎨
⎧

=−
=−
555

333

yx
yx

a) (1/4;1/4) compatible determinado; b)(2;13) compa-

tible determinado; c)(6/5;3/5) compatible determinado; d) Sistema

incompatible; e) Sistema compatible indeterminado la solución ge-

neral es { }Ryyx ∈+= ,1

2. Resuelva gráfi camente los siguientes sistemas de inecuaciones para

hallar el conjunto solución.

a.

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤
≤
≥

1

2

0

x
x

xy
y

  b.

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<
≥
≥−

0

6

0

33

x
x
y
yx

  c.
⎩
⎨
⎧

<+−
≤−
16

35

yx
xy

A
C

T
IV

ID
A

D
E

S
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Módulo N° 5

Trigonometría, Teorema 
de Pitágoras

¿Por qué estudiar trigonometría?

Trabajar trigonometría en la escuela secundaria nos demanda preparar 

al estudiante desde los cursos inferiores con conceptos de geometría que 

sentarán las bases para el desarrollo de los nuevos temas.

A partir de la comparación de áreas en distintos triángulos, analizándo-

las en función de la variación de alguno de sus elementos, permite cono-

cer la relación pitagórica entre las medidas de los lados de un triángulo 

rectángulo y disponer de ella para la resolución de diferentes situacio-

nes. Para profundizar el estudio de los triángulos a partir de la noción de 

semejanza, se debe presentar el teorema de Thales.

Tanto el teorema de Pitágoras como el teorema de Thales, facilitaran 

la identifi cación de las relaciones trigonométricas por parte de los 

estudiantes, y les permitirán utilizarlas para resolver distintos tipos 

de situaciones.

Nos planteamos los siguientes objetivos:

• Construir fi guras reconociendo las propiedades que es-

tas poseen.

• Conocer los criterios de igualdad de triángulos y las relaciones

de ángulos entre paralelas.

• Establecer la relación pitagórica entre las medidas de los lados

de un triángulo rectángulo y resolver distintas situaciones de

la cotidianidad.

• Identifi car y usar relaciones trigonométricas para resolver pro-

blemas que vinculan lados y ángulos en triángulos rectángulos.

Identifi car y usar relaciones trigonométricas para resolver problemas 

que vinculen lados y ángulos de fi guras.
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Trigonometría

Es el área de la geometría que estudia las relaciones entre los ángulos y 

los lados de los triángulos.

Razones trigonométricas en un triángulo rectángulo

Seno

El seno del ángulo B es la razón entre las longitudes del cateto opuesto 

al ángulo y la de la hipotenusa.

Se denota por β̂sen

a
b

hipotenusa
opuestocatetosen ==β̂

Coseno

El coseno del ángulo B es la razón entre las longitudes del cateto adya-

cente al ángulo y de la hipotenusa.

Se denota por β̂cos

a
c

hipotenusa
adyacentecateto

==β̂cos

Tangente

La tangente del ángulo B es la razón entre las longitudes del cateto 

opuesto al ángulo y del cateto adyacente al ángulo.

Se denota por β̂tg

c
b

adyacentecateto
opuestocatetotg ==β̂
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Cosecante

La cosecante del ángulo B es la razón inversa (recíproco) del seno de B.

Se denota por β̂cosec

b
a

opuestocateto
hipotenusa

sen
ec ===

β
β

ˆ

1ˆcos

Secante

La secante del ángulo B es la razón inversa del coseno de B.

Se denota por β̂sec

c
a

adyacentecateto
hipotenusa

===
β

β
ˆcos

1ˆsec

Cotangente

La cotangente del ángulo B es la razón inversa de la tangente de B.

Se denota por β̂cot .

b
c

opuestocateto
adyacentecateto

sentg
g ====

β
β

β
β

ˆ

ˆcos

ˆ

1ˆcot

Razones trigonométricas en una circunferencia

Se llama circunferencia goniométrica a aquélla que tiene su centro en 

el origen de coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia 

goniométrica los ejes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que 

se numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.

Observemos en el siguiente gráfi co: -1 ≤ sen α ≤ 1 -1 ≤ cos α ≤ 1

QOP y TOS son triángulos semejantes.

QOP y T’OSʹ son triángulos semejantes.

El seno es la ordenada del punto P.

El coseno es la abscisa del punto P.
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Signo de las razones trigonométricas

Tabla I: Razones trigonométricas de ángulos destacados

α 0

30° 45° 60° 90° 180° 270°

π
6

1
π
4

1 π
3

1 π
2

1
π π

2

3

sen 0
2

1

2

2

2

3
1 0 -1

cos 1
2

3

2

2

2

1
0 -1 0

tg 0
3

3
1 3 ∞→ 0 −∞→
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Teorema de Pitágoras

En un triángulo rectángulo la suma de los cuadrados de las longitu-

des de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa

a² + b² = c².

Si llevamos esto a la circunferencia goniométrica obtenemos la versión 

trigonométrica de este teorema.

cos² α + sen² α = 1

Para buscar y analizar: busque distintas pruebas de este teorema.

Tabla II: Identidades de las razones

trigonométricas de algunos ángulos

Ángulos complementarios

ααπ
cos

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −sen ααπ sen=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
2

cos ααπ gtg cot
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

( ) ααπ sensen =− ( ) ααπ coscos −=− ( ) ααπ tgtg −=−

Ángulos que difi eren en π (180°)

( ) ααπ sensen −=+ ( ) ααπ coscos −=+ ( ) ααπ tgtg =+

Ángulos que suman 2π (360°)

( ) ααπ sensen −=−2 ( ) ααπ cos2cos =− ( ) ααπ tgtg −=−2
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Ángulos opuestos o simétricos

( ) ααπ sensen −=−2 ( ) αα coscos =− ( ) αα tgtg −=−

Ángulos que difi eren en 
2

π
 (90°)

ααπ
cos

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +sen ααπ sen−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
2

cos ααπ gtg cot
2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

de la suma y diferencia de ángulos

Suma Diferencia

( ) βαβαβα sensensen .coscos. +=+ ( ) βαβαβα sensensen .coscos. −=−

( ) βαβαβα sensen .coscos.cos −=+ ( ) βαβαβα sensen .cos.coscos +=−

( )
βα
βαβα
tgtg
tgtgtg
.1−

+
=+ ( )

βα
βαβα
tgtg
tgtgtg
.1+

−
=−

Tabla IV: Identidades de razones

trigonométricas del ángulo doble

ααα cos..22. sensen = ααα 22cos2.cos sen−= α
αα
21

.2
2.

tg
tgtg

−
=

Tabla V: Identidades de razones

trigonométricas del semiángulo

2

cos1

2
.

αα −
±=sen

2

cos1

2
.cos

αα +
±=

α
αα

cos1

cos1

2 +
−

±=tg
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1. Sabiendo que cos α = ¼ , y que 270º <α <360°. Calcular las restantes 

razones trigonométricas del ángulo α.

Respuesta:

4

15

4

1
1.

2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−±=αsen

15

154
cos −=αec

4

1
cos =α 4sec =α

15

4

1
4

15

−==αtg
15

15
cot −=αg

2. Verifi car las identidades:

αααα ecgtg cos.seccot =+

222 )cos.(cotcoscot αααα gg +=

ααα
α

422

2
coscos.

sec

1
+= sen

ααα ecg cossec.cot =

αα
αα

22

22

cos.

1
cossec

sen
ec =+

Respuesta: Verifi car una identidad trigonométrica implica trabajar 

ambos miembros de la identidad para comprobar la equivalencia

de la misma, utilizando como recuso las tablas anteriores. Ejemplo

(opción de verifi cación).

αα
αααα

αα
α
α

α
ααα ec

sensen
sen

sen
sengtg cos.sec

.cos

1

.cos

coscos

cos
cot

22

==
+

=+=+

3. De un triángulo rectángulo ABC, se conocen a = 5 m y B = 41.7°. Re-

solver el triángulo.

Respuesta: Se puede resolver

A
C

T
IV

ID
A

D
E

S
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Utilizando la propiedad de los ángulos com-

plementarios °=+ 90ˆˆ βα  se calcula:

°=°−°= 3,487,4190Ĉ

Recurriendo a las razones trigonométricas

βsenab .= msenb 326,37,41.5 =°=

βcos.ac = mc 733,37,41cos.5 =°=

4. De un triángulo rectángulo ABC, se conocen b = 3 m y B = 54.6°.

Resolver el triángulo.

5. De un triángulo rectángulo ABC, se conocen a = 6 m y b = 4 m. Re-

solver el triángulo.

6. Calcular el área de una parcela triangular, sabiendo que dos de sus

lados miden 80 m y 130 m, y forman entre ellos un ángulo de 70°.

Respuesta: Se debe buscar h (altura) para poder encontrar el área, 

la situación proporciona el ángulo C y la medida del lado BC:

En el triángulo CHB la altura resulta:

°= 70.80 senh

Por lo tanto el área es:

240,4886
2

70.80.130ˆ msenA =
°

=

Calcula la altura de un árbol, sabiendo que desde un punto del te-

rreno se observa su copa bajo un ángulo de 30° y si nos acercamos

10 m, bajo un ángulo de 60°.

Respuesta:
La altura es : 35

A
C

T
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A

D
E
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