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Presentacion

Estimados docentes:

La Universidad Autonoma de Entre Rios (UADER) viene desarrollando
acciones tendientes a vincular la escuela secundaria y la educacion su-
perior, con el objeto de favorecer la inclusién y la permanencia de los
adolescentes y jovenes entrerrianos, tanto en carreras técnicas como en
licenciaturas y/o profesorados. En relacién a esto, en el segundo semes-
tre del afno 2013, desde la Divisién Formacion Docente Continua se Llevé a
cabo en Parana una capacitacion destinada a docentes del dltimo tramo
del secundario, denominada “Jornadas de abordaje de la Matematica, la
Fisica y la Quimica para el ingreso a la Universidad”, espacio que congre-
g6 alrededor de 120 docentes.

Como continuidad de la propuesta mencionada anteriormente se ha
elaborado este material concebido para acompanar al docente en el
proceso de ensefianza de la quimica en los dltimos afos de las escue-
Llas secundarias.

En este cuaderno, el docente encontrara informacioén, sugerencias y
orientaciones para la planificacion y organizacion del trabajo en el aula,
el uso de materiales y recursos, el acompanamiento de Los estudiantes y
otras tareas implicadas en esta dltima etapa de la educacion obligatoria.
Cabe mencionar que en la seleccion de contenidos y actividades siempre
se ha considerado que son ustedes y sus alumnos, los actores educativos
que disenan y desarrollan las propuestas de ensefanza.

Desde este marco, se propone reflexionar sobre el sentido y el significado
acerca del qué, como, cuando y para qué se ensefna y se evalda, en pos de
brindar a los estudiantes algunas herramientas que les permitan reali-
zar un trayecto universitario satisfactorio.

Esperamos les resulte este cuaderno un recurso significativo para su
practica pedagégica y posibilite el mejoramiento de los aprendizajes de
esta disciplina a sus alumnos.

Mg. Gustavo Marcos
Secretario Académico UADER



Propositos

Pretendemos acercar este cuaderno de actividades y acompanamiento
para el docente de matematica con el objetivo de poner a su disposicion
de una manera sistematizada Los contenidos de lLa ciencia que considera-
mos fundamentales para el ingreso a carreras, de grado y pre-grado y
posibilitar asi, una mayor articulacion entre la Educacién Secundariay la
Universidad, buscando mejorar las trayectorias de nuestros estudiantes.

La Educacion Secundaria se encuentra hoy, mas que nunca, ante el im-
portante desafio de Lograr la permanencia de los adolescentes y jovenes
en las escuelas, para asi posibilitar su egreso, con la construccién de
competencias imprescindibles para ejercer su ciudadania, para incorpo-
rarse al mundo del trabajo y para continuar estudios superiores.

Sise atiende a los propdsitos de Lla ensefianza en la provincia de Entre Rios
"En ese sentido, estara habilitado para desarrollar sus propios proyectos
con autonomia, continuar aprendiendo y evaluando sus logros, procesos,
dificultades; autonomia que no excluye la posibilidad de integrar equipos
de trabajo que requieran mdltiples relaciones e intercambios” (Linea-
mientos CGE 2009), es de esperar que el futuro ingresante universitario
no demore su aprendizaje por escollos que podrian surgir del hecho de
no haber adquirido Las nociones basicas para afrontar esta nueva etapa.
Pero la realidad presente en las aulas universitarias reclama de manera
casi sistematica, volver hacia atras para recuperar saberes que debian
aprehenderse en los estudios anteriores.

A partir de este soporte, se pretende aportar algunas estrategias disci-
plinares y metodoldgicas para el aprendizaje y fundamentalmente la en-
sefnanza de Matemadtica, a través del abordaje del andlisis de propuestas
concretas disefiadas para el trabajo en el aula en el ciclo orientado, con
miras afavorecer el ingreso y la permanencia a la Universidad, especifica-
mente en aquellas carreras inherentes a las ciencias exactas y naturales.
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La matematica en la escuela
secundaria: optimizacion
del tiempo compartido

La Ley de Educacion Nacional N° 26.206 establece que la escuela secun-
daria "debe habilitar a los adolescentes y jovenes para el ejercicio pleno
de la ciudadania, para el trabajo y para la continuacién de los estudios".
Por este motivo, resulta oportuno pensar una instancia de articulacion
entre este nivel educativo y la universidad.

Con frecuencia los ingresantes a carreras de nivel superior manifiestan
dificultades en la comprension de contenidos basicos de la ciencia ma-
tematica. En relacién a esto, desde hace unos afos a la fecha, desde la
Secretaria Académica del Rectorado de UADER hemos venido trabajando
a través del “"Programa de Tutorias" en el acompafamiento a los estu-
diantes, a fin de contenerlos durante el primer ano, sobre todo en las
carreras cientificas y técnicas'.

Para esta universidad es posible trazar un puente para que Los alumnos
se inserten en el ambito universitario con nuevas estrategias y compe-
tencias. Por esto, se afirma que el trabajo pedagdgico inter-niveles e in-
terdisciplinario permite desarrollar una vision integral de la formacion
y promueve el desarrollo de competencias transversales que facilitan a
Llos alumnos traspasar de nivel educativo.

Hoy desde UADER se pretende aportar otro soporte a las politicas educa-
tivas existentes para estrechar la vinculacion de estos niveles del sistema
educativo, promover el acceso democratico a la universidad, garantizar
la inclusién y optimizar las practicas pedagdgicas que profundicen los
contenidos tedricos de los distintos niveles.

La idea de desarrollar un dispositivo de acompafamiento que signifique
un aporte en el desarrollo y evaluacién de la ensefianza de la matemati-
ca al interior de las escuelas secundarias de nuestra provincia, surge en
el marco del “Proyecto de Mejora de la Formacién en Ciencias Exactas
y Naturales en la Escuela Secundaria” impulsado desde la Secretaria de
Politicas Universitarias de la Nacion, con el objetivo de mejorar la ense-
nanza de las ciencias exactas y naturales.

1 Cuando se hace alusion a carreras cientificas y técnicas, se hace referencia a las carreras
priorizadas mediante la declaracion de Carreras Prioritarias y la creacion del Programa
Nacional de Becas Bicentenario para carreras Cientificas y Técnicas y el plan estratégico
de Formacion de Ingenieros 2012-2016, carreras éstas consideradas estratégicas para el
desarrollo econémico y productivo del pais.
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Criterios de seleccion de
contenidos y organizacion
del material

¢Como crear contextos adecuados para poder
ensefiar matematizando? (...) Necesitamos pro-
blemas matemdticos que tengan un contexto
significativo para los estudiantes.

H. Freudenthal

Organizacion del material

A partir de este material se pretende ofrecer un complemento para las
clases de Matematica en el ciclo orientado de la educacion secundaria,
por este motivo se presentan, por un lado, la explicacion de las propues-
ta y por otro, algunas sugerencias para la gestion de la ensefianza y el
aprendizaje de Los contenidos que los autores han considerado impor-
tantes a Lla hora de comenzar carreras de grado y pregrado.

Las actividades que se presentan en cada apartado del Cuaderno de Ma-
tematica no constituyen unidades o secuencias didacticas organizadas en
funcién del desarrollo exhaustivo de Los contenidos del dltimo afo de la
Escuela Secundaria. Se trata de una seleccion tendiente a profundizar los
niveles de argumentacion, sobre aquellos contenidos relevantes para la
universidad. Se trata de un recorte que puede ser incorporado total o par-
cialmente a la hora de desarrollar Los temas planificados. Ofrece explica-
ciones sobre los temas seleccionados, desarrollo de ejemplos, propuesta de
trabajos practicos, entre otros recursos que pueden ser de mucha utilidad.

En otras palabras, las actividades de cada tema, podrian formar parte de
secuencias mas extensas disefiadas por el propio docente o también an-
teceder al desarrollo de alguna tematica particular o utilizarse a modo
de cierre de una unidad de trabajo.

Criterios de seleccion de los contenidos

Al momento de seleccionar los contenidos y su tratamiento a Lo largo
del cuaderno, se tuvieron en cuenta aquellos temas prioritarios para
el ingreso a la universidad y ademas los Nicleos de Aprendizaje Prio-
ritarios (NAP) aprobados por el Consejo Federal de Educacion y los ejes
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mencionados en el disefio curricular del Consejo General de Educacion
de la Provincia de Entre Rios, como por ejemplo: operaciones, geometria
y medida, algebra, funciones y probabilidad y estadistica.

Algunos contenidos se encuentran desarrollados dialécticamente, de
forma espiralada, considerando la complejidad, la amplitud y la profun-
didad que conllevan. En todos Los casos se pretende aportar a la gene-
racion de un puente entre el egreso del secundario y el ingreso y perma-
nencia en la universidad.

Se seleccionaron contenidos tendientes a generar aquellas competencias
necesarias para el ingreso a la Universidad, tales como:

* Reconocer y utilizar los nimeros reales comprendiendo las
propiedades que Los definen y las distintas formas de represen-
tacion. Seleccionar las propiedades adecuadas en funcién de la
situacién problematica a resolver.

* Reconocer y utilizar los diferentes conjuntos numéricos en las
distintas situaciones de calculo presentadas, comprendiendo
Llas propiedades que Los definen y las formas alternativas de re-
presentacion de sus elementos. Seleccionandolas en funcion de
La situacion a resolver.

*  Resolver situaciones utilizando expresiones algebraicas: ecua-
ciones de primer y segundo grado con una sola incognita,
inecuaciones con una incognita, sistemas de ecuaciones lineales
con dos incégnitas, desde el planteamiento, resolucion y verifi-
cacion de soluciones.

*  Resolver situaciones problematicas utilizando el método de mo-
delizacién algebraica consistente en la eleccion del modelo al-
gebraico adecuado: ecuaciones e inecuaciones, el planteamiento
del problema, la resolucién del modelo algebraico (ecuacién,
inecuacién o sistema), la verificacién de las soluciones y la pos-
terior discusion de Los resultados.

« ldentificar, definir, graficar, describir e interpretar funciones po-

Llinédmicas de primer y segundo grado y funciones trascendentes:
Logaritmica y exponencial.
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Organizacion y desarrollo

El objetivo de la ensefianza de la matematica en la escuela secundaria es
que Los alumnos desarrollen el pensamiento Légico-formal, con vistas a
una mirada abierta para interpretar la sociedad.

Con este propésito cada docente ha de proponer actividades matemati-
cas orientadas a generar respuestas ingeniosas a distintas situaciones
problematicas utilizando Los contenidos abordados.

Para este apartado se toma como punto de partida un interrogante clave:

¢Como afecta el desempenio de los profesores en el aula, a la motivacion
que tienen Llos estudiantes, y particularmente al interés para aprender?
(Bono, 2010). Para ello, La motivacion se sigue considerando como un re-
curso importante para favorecer o restringir el proceso de aprendizaje
(Pintrich, 2006).

Resolucion de situaciones problematicas

Resulta interesante pensar la ensefianza de la matematica como un re-
curso del cual los alumnos puedan beneficiarse para reflexionar, decidir
y actuar lo mejor posible en su vida cotidiana. Actuar a nivel personal,
social y profesional tanto en el presente inevitable como en el futuro
previsible. Para esto, serd preciso combinar bien Lo que son Llos referen-
tes reales y Lo que es poner en juego las estrategias de resolucion.

Asi, al momento de elaborar situaciones problematicas significativas en
matematica, y considerando la gran variedad de textos en la tematica, es
importante contemplar Los items en adelante mencionados:

*  Promover el desarrollo de estrategias que favorezcan una edu-
cacion participativa, auténoma, y comprometida.

*  Presentar al estudiante una situacion que Lo movilice para
Lla accion.

*  Promover la puesta en juego de conceptos, procedimientos o ac-
titudes que puedan ser utilizadas en otras actividades similares.

« La institucionalizacién de Los conocimientos comienza con los
estudiantes cuando el docente legitima sus procesos y, junto a
ellos, generaliza, enmarca en una teoria y descontextualiza el
saber aprendido.
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Situacion didactica y tratamiento del error

Un sistema didactico es “un conjunto de relaciones establecidas expli-
cita y (o) implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un
cierto medio (que puede comprender instrumentos u objetos diversos)
y un sistema educativo con el fin de que esos alumnos hagan suyo un
saber constituido o en vias de constitucion".(Brousseau, 1980, p. 11-57,
vol. 1.1) En otras palabras, una situacién didactica describe las relacio-
nes correspondientes de un grupo de sujetos que aprende con otro que
ensefia y donde interviene un medio intencionalmente disefiado para que
el grupo adquiera un saber determinado.

Muchas veces, se pretende comprometer a Los alumnos en su propio
aprendizaje, pero este fin puede verse vedado por las reinantes clases
expositivas que usualmente juegan en contra de este propésito.

Educar matematicamente implica necesariamente un gran compromi-
so en la planificacién de las tareas a desarrollar en el aula, buscando
el modo de ubicar al estudiante en un rol activo. Por esto, es preciso
establecer un clima de confianza en su capacidad y de respeto por la
produccién grupal.

Hay que recordar que el conocimiento no se recibe pasivamente, ni a tra-
vés de los sentidos, ni por medio de la comunicacién, sino que es cons-
truido activamente por el sujeto cognoscente. (Von Glasersfeld, 1996).

La interaccion entre Los actores de la situacién didactica, se establecera
de manera tal que sistematicamente el estudiante se vera en la nece-
sidad de modificar las estrategias de resolucion y en consecuencia el
conocimiento al que arribara en cada nueva situacién problematica pre-
viamente establecida en la secuencia didactica.

El rol activo atribuido al estudiante facilitara al docente La posibilidad de
reconocer los errores especificos que ellos cometen, los que se conver-
tiran en insumo para el tratamiento de las dificultades que requieren un
mayor esfuerzo para su recuperacion.

En este sentido, debemos reconocer el valor positivo de Llos errores en Los
procesos de ensefianza-aprendizaje de la matematica. “Los errores son
datos objetivos que encontramos permanentemente en los procesos de
ensefanza y aprendizaje de las matematicas; constituyen un elemento
estable de dichos procesos.” (Rico, 1998, p. 76).
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Orientaciones para la Evaluacion

La evaluacion es un proceso formativo al servicio de Los aprendizajes (Gil
y Sanmarti, 1994) y debe ser percibida por Los estudiantes como una he-
rramienta de acompafamiento real, que genere expectativas positivas y
donde Llos inconvenientes se utilicen para detectar carencias, aceptando
Llos errores como momentos necesarios en el proceso de construccion
del conocimiento.

Es de suma importancia devolver corregidas las actividades evaluativas
a los estudiantes no mucho tiempo después de realizada, remarcar las
respuestas correctas, las incorrectas y las no realizadas; dedicar un
tiempo posterior a las devoluciones para favorecer la autoevaluacion de
Llos estudiantes.

Otra alternativa es rehacer las evaluaciones en clase (evolucién conti-
nua) o como trabajo extra aulico (trabajos propuestos por el docente),
grupales o individuales utilizando sus apuntes como herramienta que
facilite su resolucién; asi también la organizacioén de clases de revision
de temas que presentan reiteradas dificultades.

La evaluacioén es un proceso continuo que implica todas las actividades
que el docente propone en el recorrido didactico. Es el proceso de apren-
dizaje, involucrando la asimilacién de conceptos nuevos y la aplicacion
de Los mismos en situaciones problematicas. Esto implica evaluar que el
estudiante, una vez realizada la operatoria necesaria, tenga la capacidad
de contextualizar los resultados obtenidos para construir respuestas
coherentes a la situacion planteada; asi como también explicitar los pro-
cedimientos elegidos para la resolucién de un problema, mediante el uso
del lenguaje matematico.

La evaluacién en matematica supone evaluar la capacidad de explicar y
justificar Los procedimientos mediante el uso del lenguaje matematico en
sus diferentes variantes (coloquial, grafico, simbélico) y la produccién de
un registro que permita comunicar Los resultados de manera eficaz.

Es asi que la evaluacién es un proceso que manifiesta a docentes y estu-
diantes elementos para conocer el estado de situacion de la ensefianza
y del aprendizaje que realizan juntos; como tal, representa una oportu-
nidad de dialogo entre ambos. Por Lo que el momento de la devolucién
de las evaluaciones escritas debe prever atencion personalizada a los
estudiantes y los errores cometidos. Los resultados de las evaluaciones
y las observaciones de Los errores detectados con mayor frecuencia per-
miten al docente reorientar el proceso de ensefianza y planificar la tarea
futura, como asi también dedicar un tiempo a la posibilidad de analisis
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de diferentes modos de resolucion de un mismo problema. En muchas
situaciones, podemos encontrar diferentes estrategias por Los cuales se
aborda a un mismo resultado y es significativo ponerlo de manifiesto.

Es relevante que los alumnos entiendan con claridad Los objetivos que
se espera que logren en relacién al contenido evaluado. La calificacion
final de una evaluacion es el resultado que se aprecia entre Los objetivos
esperados y los logrados, pero en ocasiones es dificil para los estudian-
tes darse cuenta de Lo que el profesor considera importante a la hora de
corregir. Por esto es indispensable que el docente explicite este tipo de
cuestiones aunque las considere triviales.

Resulta significativo que se evalie cudles son los progresos de los jove-
nes en relacion con los conocimientos matematicos evaluados y se les
informe sobre Lo que se espera que mejoren. Esto contribuye a la cons-
truccion del oficio de la matematica (SADOVSKY 2005). En este sentido,
el docente debe llevar registros personalizados de los progresos de los
alumnos y considerar, como un punto mas a la hora de calificar, la dis-
tancia entre sus construcciones y los saberes matematicos.

Cuando el docente califique a los alumnos, ademas de ponderar el estado
de situacién de cada uno de ellos, debe tener en cuenta el propio proceso
de ensenanza de la materiay contemplar la distancia entre Lo planificado
y lo efectivamente realizado.
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Mddulo N° 1

Nuameros reales. Subconjuntos.
Operaciones, orden, potenciacion
y radicacion. Exponentes
fraccionarios. Valor absoluto.

Intervalos y la recta real
|

éPor qué estudiar conjuntos numeéricos?

EL desarrollo de los campos numéricos continda en la educacién secun-
daria con la ampliacion de los conjuntos de ndmeros que se utilizan y la
consolidacién de los ya estudiados al establecer relaciones entre distin-
tas formas de representacion numérica, como es el caso de fracciones,
decimales y porcentajes.

Los nidmeros como expresion de cantidades y las operaciones como
expresion de relaciones o transformaciones entre esas cantidades, re-
presentan un medio necesario para resolver problemas reales. Estos
problemas juegan un papel integrador entre los distintos campos numé-
ricos, de los naturales a Los complejos y la combinacién de operaciones
emergentes en el camino que conduce a la solucién de una situacion de-
terminada y del uso de propiedades que simplifiquen el calculo.

Es necesario poner a los jovenes y adolescentes en situaciones que les
permitan poco a poco, utilizar las herramientas conceptuales previas
que poseen y avanzar en la construccion de un conocimiento nuevo que
podran utilizar, posteriormente, en la resolucion de problemas de otros
contextos. De este modo, el tratamiento de Las operaciones y sus propie-
dades surge naturalmente y significa poder analizarlos y explicitarlos,
reconocer modelos que otorguen distintos significados a las operaciones,
producir calculos que combinen varias operaciones, evaluar la razonabi-
lidad de Los resultados obtenidos, explicitar las propiedades de las ope-
raciones, elegir el tipo de calculo que resulte mas conveniente (mental,
exacto, aproximado o con calculadora).

Se priorizara el trabajo sobre el calculo mental, La estimacion, Lla produccion
de estrategias particulares de calculoy el uso de la calculadora como medios
para hacer que los estudiantes pongan en funcionamiento las propiedades
de las operaciones y produzcan argumentos que validen sus producciones.
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EL trabajo sobre Los conjuntos numéricos contemplara la reflexién so-
bre las relaciones entre los elementos que componen cada una de
Llas operaciones.

Proponemos como objetivos:

«  Explorar, analizar y explicar relaciones y propiedades (de las
operaciones, de los criterios de divisibilidad, de la conformacién
de ndmeros, etc.).

*  Reconocer y usar los distintos campos numéricos en proble-
mas tanto de contextos intramatematicos como relacionados a
otras ciencias.

* Reflexionar sobre las propias estrategias utilizadas en las acti-
vidades matematicas.

* Incorporarhabitosyactitudespropiosdelaactividad matematica.
*  Reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje.

Las situaciones de ensefianza deberian posibilitar una sucesion de accio-
nes de modo de poder identificar y usar las propiedades de Los distintos
conjuntos numeéricos, asi como de las operaciones que se realizan en éL.
Utilizar recursos algebraicos para decidir sobre Lla validez de propiedades
numéricasy para producir, formular y validar conjeturas relativas a los na-
meros naturales, enteros, racionales y reales, considerando el sentido que
adquiere cada uno de ellos y las regularidades que es posible establecer.

Ndmeros reales y sus subconjuntos

Presentamos los subconjuntos numéricos de Llos nimeros reales:
« Naturales: N = {1,2,3, .......... }

°  Naturales ampliados: y, = N U {0} = {0,1,2,3........... !

- Enteros: Aqui se agregan Llos ndmeros enteros nega-
tivos que son los de la forma -n, con ne N, luego
Z={=3,-2-1,0,1,23,.......... }

a
« Racionales: QZ{Z,a eZAbe N}

Observar que estos pueden aparecer expresados en su forma
decimal por ejemplo: — puede ser expresado como 0,5. Todo
ndmero racional tiene una cantidad finita de cifras decimales, o
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bien un mI]mero infinito de cifras decimales periddicas. Por
ejemplo: 3= 0,33333...

« Irracionales (l): Son Los nimeros que tienen una cantidad infini-
ta de cifras decimales NO periédicas, por ejemplo: 72',\/5, e,elc.
Luegg Nc NycZcQ

EL conjunto de los nimeros reales como: R =Q U [

Operaciones con nimeros reales

Propiedades de las operaciones en el conjunto de Los nimeros reales (R):
Sia, b, cy dson nimeros reales con d distinto de cero. Luego tenemos las
siguientes propiedades:
Para la adicion (+)

« Leydecierre:a +b es un nro. real.

Propiedad conmutativa:a+b=b +a.

Propiedad asociativa: a + (b + ¢) = (a + b) +c.

« Existencia de elemento neutro paralasuma:a+0=a.

Existencia del opuesto: a + (-a) = 0; -a es el opuesto de a.

Para la multiplicacion (.)

* Leydecierre: a.b es un nimero real.

Propiedad conmutativa:a.b=b.a.

Propiedad asociativa:a. (b.c)=(a.b).c.
+  Existencia del elemento neutro para el producto:a.l=a.
» Inverso multiplicativo o reciproco: si d es distinto de cero existe
d? tal qU(le: d.d?=1; d'es el inverso multiplicativo de a (recor-
dard!= E)'
Observacion

EL inverso multiplicativo sélo existe para d distinto de cero (ya que la
divisién % o0 a: 0 no existe 0 mas precisamente no esta definida).
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Ambos: el inverso aditivo y el multiplicativo (este dltimo en caso de exis-
tir) son dnicos.

Hay una propiedad que relaciona el producto con la suma que se Llama
propiedad distributiva:

a.(b+c) =a.b + a.c. También: (a+b).c=a.c+ b.c.

Propiedad absorsiva: a.0 = 0.a = 0 Es decir que el producto de cualquier
ndmero real por el cero es = a cero.

Multiplicacion de un real porel-1: (-1).a=-a.

Es decir que si multiplico un nimero real por el -1 obtengo su elemen-
to opuesto.

Observacion

Observar que a todas las propiedades las enunciamos solo para la suma
y el producto, esto se debe a que matematicamente solo hace falta para
la construccion de los nimeros reales esas dos operaciones, ya que po-

demos definir Llas otras dos como se muestra a continuacion:

Resta: a - b = a + (-b) (es decir que la resta de a menos b se define como
la suma de a + el elemento opuesto de b).

Division: a:d = % =a.d", con d distinto de cero (es decir que definimos
La division de a dividido d, con d distinto de cero, como el producto de a
por el inverso multiplicativo de d).

Importante: La division por cero no es posible es decir a:b o su equiva-

a . . . .
lente n existe si y solamente si b no es cero. Un caso particular es

0 . . .
cuando tenemos — en ese caso decimos que este cociente esta
indeterminado.

Recordar: no se puede %.
Propiedades iitiles:

- ab=0<a=00b=0 (o ambos son cero)

a
. Z= 0 < a=0,y b distinto de cero
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Recordemos la regla de los signos para la multiplicacion y la division

¢ Simultiplicamos o dividimos dos nimeros positivos el resultado
es positivo.

¢ Si multiplicamos o dividimos dos nimeros uno positivo y otro
negativo el resultado es negativo.

¢ Si multiplicamos o dividimos dos nimeros negativos el resulta-
do es positivo.

Ladivision solo es distributiva cuando el factor adistribuir estaa laderecha:

(a+b):c=axc+bico (aerj :ﬁ+2
Cc C &

Mientras que a:(b+c) o ( j no se puede distribuir.

b+c

Orden de los nimeros reales
Tricotomia del orden

Si ay b son nlimeros reales cualesquiera, luego se puede dar uno y solo
uno de los siguientes casos:

° a<b.

« a=h.

° a>bh.
Ejemplos

¢ 0,5<1Lluego (obviamente) no puede pasar que 0,5 =1 ni tampoco
que 0,5>1.
1

* 5= 0,5 como se cumple la igualdad Luego % no puede ser ni
mayor ni menor que 0,5.

Llamaremos desigualdades a toda expresion que esté relacionada me-
diante alguno de los siguientes signos: > ((estrictamente) mayor), < ((es-
trictamente) menor), = ( mayor o igual) y < ( menor o igual). Las des-
igualdades relacionadas mediante Los dos primeros signos son LlLamadas
fuertes o estrictas, mientras que las relacionadas con las dos dltimas
son llamadas débiles o irrestrictas.
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Propiedad transitiva del orden

* Sia<byb<centoncesa<c.
« Sia=byb=centoncesa=c.

* Sia>byb>centoncesa>c.

Ejemplo

« 1<187y1,87<188entonces1<188.Si2= %y % = % entonces

8
2= 7 Si4>2y 2> (-5) entonces 4 > (-5).

Densidad de los nimeros reales

“Entre dos ndmeros reales distintos hay un tercer ndmero real distinto
a los otros dos". Es decir, siay b son dos nimeros reales (a e R, b € R)
cualesquiera, entonces existe al menos un ndmero real ¢ (c € R) tal que
sia<bentoncesa<c<b.

Decimos entonces que el conjunto de los ndmeros reales es denso. Esta
propiedad también es valida para Los nimeros racionales (Q) y para los
irracionales, es decir entre dos nimeros racionales distintos hay un ter-
cer nimero racional distinto a Los otros dos y entre dos nimeros irracio-
nales distintos hay un tercer nimero irracional distinto a Los otros dos.
Luego los racionales y los irracionales son densos.

Recordar que los ndmeros racionales contienen a los naturales, natu-
rales ampliados y a los enteros pero sin embargo estos tres conjuntos
no son densos: entre dos nimeros naturales puede no haber un tercero
distinto a ellos dos, al igual entre dos naturales ampliados y entre dos
nameros enteros puede no haber un tercero distinto de ellos. Luego de-
cimos que los naturales (N), naturales ampliados (N,) y los enteros (Z)
son discretos. En un conjunto discreto entre dos elementos distintos hay
una cantidad finita de elementos (puede no haber ninguno), mientras que
en un conjunto denso entre dos nimeros distintos siempre hay infinitos
nameros de este conjunto.

Los nimeros naturales, Los naturales ampliados, los enteros, Los racio-
nales, los irracionales y los reales son conjuntos infinitos, es decir po-
seen una cantidad infinita de elementos. Los naturales poseen primer
elemento (el 1) al igual que los naturales ampliados (el 0) pero no dltimo
elemento. Los enteros, los racionales, Los irracionales y Los reales no
poseen ni primer ni dltimo elemento.
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ACTIVIDAD

EL conjunto de los nimeros reales es continuo ya que es denso pero ade-
mas entre dos nimeros reales distintos solo hay ndmeros reales.

Ejemplos

Entre 1y 1,1 tenemos Los ndmeros racionales 1,01; 1,02; 1,001; etc. Entre
1,4 y 2 tenemos los nimeros reales 1,41; 1,414; \/5; etc. Entre1y 2 no
hay ningdn natural distinto de 1y 2. Entre -1 y 0 no hay ningdn entero
distinto de -1y 0. Entre el ndmero m (3,1415...) y el ndimero 3,14 tenemos
el nimero 3,1.

Densidad en el conjunto de los niimeros racionales e irracionales

Objetivo: Lograr que el alumno comprenda el concepto de densidad en el
conjunto de los nimeros racionales, irracionales y reales

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lapiz.
Organizacion: armar grupos de entre tres y cinco alumnos.

Tiempo: 60 minutos aproximadamente. Distribuidos en dos clases en una
primera 40 minutos y en la otra 20 min.

Consigna

Hacer que el alumno elija dos nimeros cualesquiera racionales distintos,
a modo de ejemplo tomemos 0,1y 0,5. Luego se les pide que den 10 nu-
meros racionales mayores que el menor elegido y menores que el mayor.
Consultarles como los obtendrian. Ver las distintas opciones. ¢Serian
aplicables las técnicas sugeridas si en lugar de pedirles 10 nameros les
pedirian 100, 1000, etc.?

Una técnica sugerida podria ser tomar a, = menor de los nimeros elegi-
dos, a, = al mayor, para nuestro ejemplo seria a, =0,1y a, =0,5, luego el
primer namero elegido podria ser n, = (a, + a, )/2, luego n, = (a, + n )/2,
.. N, =(a, + n,)/2, entonces obtendriamos:

nl n2 n3 I"I4 n5 n6 n7 nB n9 nlO

0,31(0,2/0,15/|0,125|0,1125|0,10625 | 0,103125 | 0,1015625 | 0,10078125 | 0,100390625

Claramente estos nameros satisfacen Lo solicitado, ¢por qué? ;Se podria
haber construido de otra forma?
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Una alternativa seria hacer:

n,=(,+a,))/2,luegon,=(b,+n,)/2,.., n =(b+n,)/2 con lo cual obtendriamos.

nl nZ n3 n4 n5 n6 n7 nB n9 r]10

0,3 (0,4 0,45 0,475 |0,4875 |0,49375 |0,496875|0,4984375|0,49921875 |0,499609375

El docente puede mencionar, sin entrar en detalle el término “sucesion de
nimeros racionales".

1. Repetir lo anterior eligiendo ahora dos ndmeros irracionales, se
podrian elegir por ejemplo a, = \/Ey a = /3. Observar que ahora
Lla sucesion que se obtendria serian nimeros irracionales.

2. Para que el alumno piense en su casa: ;Qué pasaria si elijo un
ndmero racional y uno irracional? Debatir luego en la clase si-
guiente, compartir conclusiones.

on
on de exponentes naturales y enteros

Potenciaci
Potenciaci

Definimos la potenciacion de la siguiente manera sea a un nimero real
(a € R) llamado base y n un nimero natural (n € N) llamado exponente
entonces: a" = a.a.a.a...a n factores.

Ejemplos

2=2.2.22=16.

(2,5)2=2,5.2,5 = 6,25.

(-2*=(-2).(-2).(-2) = -8

1°=11111=1.

Importante: La potencia de exponente par de cualquier nimero real

distinto de cero es siempre mayor que cero.

La potencia de exponente impar de un nimero mayor que cero es

siempre mayor que cero.

La potencia de exponente impar de un ndmero real menor que cero es
I siempre menor que cero.
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Observacion
Para cualquier nimero real a distinto de cero (a e R, a # 0) tenemos que
a’=1. Es decir que “cualquier nimero real, distinto de cero, elevado a la

cero da uno".

No es cierto paraa=0, es decir 0°=1, de hecho 0° es una indeterminacion
(no se puede calcular).

Propiedades de la potenciacion natural

SeanaeR,beR,neN, meN.
1. Producto de potencias de igual base:
an.am=an*tm,
2. Lapotencia es distributiva respecto del producto y del cociente:

(a.b)"=an".b"

(@a:b)r=a":bro| < =a,conb¢0.
b b"
3. Potencia de potencia:

(an)m=an.m'

Potenciacion entera

1. Potencias negativas:

-n n -1
Si a # 0 entonces (%} = (2) . En particular [%) = 2

a a

2. Cociente de potencias de igual base:

Sia#0entoncesa” :b" =

Importante: La potenciacion no es distributiva respecto de la suma (ni
de la resta).
No es cierto: (a + b)"=a" + b"

I (@-b)=a"-b"
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Radicacion
Radicacion de indice natural

Definimos la raiz n-ésima con el indice (natural) n > 2, del ndmero real a
(radicando), de la siguiente manera: a=ce ( si y solo si) c n = a.
Luego el nimero real c es la raiz n-ésima de a.

La raiz n-ésima de un nimero negativo existe, en el conjunto de Los nime-
ros reales, si y solo si n es un nimero impar. La raiz n-ésima de un nimero
no negativo (positivo o cero) existe cualquiera sea el indice (par o impar).

Propiedades de la radicacion

Sean m y n dos nimeros naturalesconn>2ym>2,ay b dos nimeros
reales cualesquiera.

1. Sinesunndamero pary 1/a= ¢ entonces —c también es una raiz
n-ésima de a. Es decir si n es par entonces = * ¢ (donde c "= (-c)
" = @, recordar que la potencia de exponente par de cualquier
namero real, distinto de cero, es siempre positiva).

2. Laradicacion es distributiva respecto del producto:
Rlab =%ailb

3. Laradicacion es distributiva respecto del cociente:

«”/a:b=%:%0nﬁ= asib;tO
b b

4. }’l'% — n.%
5. Siexiste 4/; entonces: Y/ a" = (K/Z )m

Importante: La radicacién no es distributiva respecto de la suma (ni
de la resta).

No es cierto: ¥a+b :K/Z+K/Z.
a5 =4a -5

28



Exponente fraccionario

Cuando tenemos potenciasy raices es conveniente y mas practico trabajar
con exponentes fraccionarios y los definimos de la siguiente manera: Si
N a" existe (recordar que si n es par a debe ser no negativo).

m

Los exponentes fraccionarios cumplen con todas las propiedades de los
exponentes naturales.

Observacion
Siempre (K/;)n =a.

+  Mientras quei/a” =asinesimpary+/a” =|a]sines par.

Ejemplos
- 21/2=2.
*  (-5)3/5=5-53

1
c a Z =4/a (Cualquier raiz pude ser escrita como una potencia de
exponente fraccionario).

-

Valor absoluto de un namero real

Sea x un nimero real, definimos el valor absoluto del mismo como:

||_ -x 5§ x<0
A= x 5 x20

Propiedades del valor absoluto

- Jla+bl=|al+lbl
« la-blzlal-Ibl.
- Jla.bl=lal.lbl.

« Sibz0=>|a:b|=lal:Ib].
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Observacion

Para todo ndmero real.

« Sinesparia’=|al E:{/(-2)" = 416 =2
« Si nesimparW=a. Ej: %/(—2)3 =3/—8 =22

Intervalos y la recta real

Los intervalos son subconjuntos de los reales (es decir conjuntos dentro
del conjunto de Los nimeros reales) de la siguiente forma:
Intervalos acotados

* Intervalo abierto (a,b) ={x e R/ a< x <b }, el intervalo no incluye
los extremos, o sea Los nimeros reales a A b.

* Intervalo cerrado [a,b] ={x e R/ a = x <b }, el intervalo incluye
los extremos, o sea Los niimeros reales a A b.

* Intervalo semi-abierto o semi-cerrado:
« [ab)={xeR/asx<b} aclab) perobgla,b).

« (abl={xeR/a<x=sb}, aela,b) perobelab).

Intervalos no acotados y R
e [aeo)={xeR/x=a}
¢« (a»)={xeR/x>a}
« (-o,a]l={xeR/x<a}
e (-e,a)={xeR/x<a}.
(-0,00) ={ x e R }= R ( es decir es todo el conjunto de Los reales).
Antes habiamos visto que el conjunto de los nimeros reales es denso.
Otra propiedad de Los mismos es que son completos, es decir que a cada

punto de la recta numérica le corresponde un ndmero real y que a cada
ndmero real Le corresponde un punto en la recta.
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Ejemplos de representaciones de intervalos en

la recta numérica

4
C—— 1 (-3 1
-2 -1 0 1 2
] ] In 4
I et T 1 I > [_E;l]
-2 -1 0 1 2
4
— (-5
-2 -1 0 1 2
| d I b | > x| <1
-2 -1 0 1 2
1 q ] D 1 > |X|<1
I | | | I w
-2 -1 0 2
| 4 | L | > Ix |21
-2 -1 0 1 2
| 5 i f i > Ix|>1
-2 -1 0 1 2
I > (o1




1. Decirsilassiguientes propuestas son verdaderas o falsasy justificar:

1. (2+5)2=22+52 10. (33)2.33=32
2. (4:2)2=42:22 11. 36+64=6+8
3. (35)%=4.2° 12. 4/36+64
4. (2-5)esunnimeronatural. 13. \/7
V 2a
5. (a+b)2=a?+2ab +b? 14. 4°=4
6. (4.n.p)*=256.n*.p* 15. (((5)9)9)3=1
7. (3.m3. n?)2=9. mé. n* 16. 3.(2+4)=3.2+3.4
8. 8.a.b.c:2.ac=4b 17. 10:(3+2) =
9. (33):33=33
2. Completar:
1. [2; 3] ={oeeeeeeeece } >
2
2. (Z ;8] ={eeeeececeeene } >
3
3. [ 1) I (S } P>
4. [0;2) ={eeeeeeeceee } >
- TR ={xeR/3=<sx<7} P
6. e ={xeR/ 1,3<x<l} >
7. e = { e } ¢ —
2 8
3

3. Representar en la recta numérica los siguientes intervalos:

a.

b.
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ACTIVIDADES

4.

Expresar en forma de intervalos Los siguientes conjuntos:

a.

b.

A S X E R IX I S 5 = ettt e e s s st et e st e senesaeas

B = {X € R/ IX I < 3o ettt sttt

Sugerencia: Recordar que [x| < a, con a>0,se puede escribir como-a<x<a.
De manera andloga [x|<a, con a =0, se puede escribircomo-a<x<a.

5.

Expresar los siguientes conjuntos como unién de intervalos:

a.

b.

d.

A={XER/IXIZI} = ottt sre s
B = X € R /X ] 57} = oo e e s et e enaan
C X E R XA 21 22 = ettt eesaesne

D={xeR/|x—5I2%}= .................................................................

Representar graficamente los siguientes conjuntos:

a.

b.

A={xeR/Ix]|<1}

B={xeR/|3+3x]|>2}

2x-5

C={xeR/| | 21}

D={xeR/|%-2/>1}
5 2
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Mo6dulo N° 2
Funciones: funcion lineal,
funcion cuadratica,

exponencial y logaritmica
|

éPor qué estudiar funciones?

En los disenos curriculares provinciales se aprecia una constante preo-
cupacion por que los alumnos adquieran Los conocimientos necesarios
para desenvolverse como ciudadanos capaces de ejercer sus derechos y
deberes en una sociedad que incorpora cada vez mas a su funcionamien-
to, a sus actividades y a sus lenguajes ciertos aspectos matematicos.

Esta unidad tiene como objetivo introducir Lla nocién de funciones y presen-
tar algunas de ellas mostrando su utilidad para modelar situaciones reales,
sociales o naturales, destacando la informacién que un andlisis del compor-
tamiento de las mismas puede brindar.

Especificamente en el mundo actual, todos nos enfrentamos a situaciones
de la vida cotidiana, que requieren el manejo de las relaciones que se dan
entre distintas variables. Un ejemplo de esto puede ser: calcular el costo de
la energia eléctrica de nuestro hogar. EL monto que pagamos por el uso de
esta energia es una funcién que depende del consumo.

Nos proponemos como objetivos:

Utilizar modelos funcionales para organizar, interpretar e inter-
venir en diversas situaciones de la realidad.

Comprender e interpretar distintas formas de expresion mate-
matica e incorporarlas al lenguaje y a los modos de argumen-
tacion habituales.

Reconocer y plantear situaciones en las que existan problemas
susceptibles de ser formulados en términos matematicos, re-

solverlos y analizar resultados utilizando recursos apropiados.

Reflexionar sobre las propias estrategias utilizadas en las acti-
vidades matematicas.

Incorporarhabitosyactitudespropiosdelaactividad matematica.

Reconocer el papel de los recursos en el propio aprendizaje.
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Los contenidos estan relacionados con la unidad de ndmeros y con el
lenguaje algebraico. Las funciones lineales aparecen en situaciones de
proporcionalidad, de costos y de cantidades a precio fijo; las cuadraticas,
muchas veces aparecen por acumulacion de efectos Llineales (asi
ocurre en el espacio recorrido por un cuerpo en caida libre); la funcion
exponencial caracteriza muchos procesos de crecimiento proporcional
(evolucion de precios, demografia); la de proporcionalidad inversa se
emplea en la descripcién de innumerables procesos fisicos o geométricos;
el comportamiento recurrente de muchos fenémenos, tales como la
temperaturaociertosfendmenoseléctricos,dalugarafuncionesperiddicas.

EL desarrollo y adquisicion de los conceptos de este eje supone el
conocimiento de la idea de funcién, lectura, descripcion e interpretacion de
tablas y graficas, representacion grafica de funciones, y estudio a partir de
laférmula desarrollado en los cursos anteriores. Se necesita ademas de una
adecuada utilizacion de Los nimeros y el manejo del lenguaje algebraico.

Sugerencias

EL uso de herramientas informaticas, como geogebra, silab, u otro sof-
tware matematico libre (que pueden disponer en netbooks o celulares), se
constituye en un medio eficaz para la apropiacion de las funciones como
objeto de estudio, analizando dominio, imagen, raices y comportamiento en
general, a partir de un dialogo permanente entre distintos tipos de regis-
tros (gréaficas, tablas, formulas, enunciados). Las propuestas de ensefanza
deberian posibilitar o promover una sucesion de acciones que muestren el
corazon del trabajo matematico en el aula, en el que cobre importancia
reconocer y usar funciones polinémicas (con mayor énfasis en las funcio-
nes afin y cuadratica) y utilizar modelos funcionales en la resolucién de
problemas que se aproximen a situaciones reales. Este camino, en el que
se ponen de relevancia las funciones polindmicas, sera el terreno propicio
para el trabajo con polinomios (raices o ceros, factorizacion, etc.).

Algunos simbolos que usaremos en el desarrollo del tema
«  V/(Para todo)
«  J (Existe (al menos uno))

« € (Pertenece a), se usa en la relacion entre elementos
y conjuntos.

« /(Tal que)
« <= (Siysélo si)

¢ = (Implica, entonces)
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¢ C (Incluido en), es una relacién que se da entre conjuntos.
Ay

« V(o)

*  R*reales positivos.

* R reales negativos.

* R’ reales no negativos, o sea, Los positivos y el cero.

¢Qué es una funcion?

Una funcién es una relacién entre dos conjuntos de modo tal que a cada
elemento del primer conjunto A (dominio o conjunto de partida) le asigna
uno y solo un elemento del conjunto B (codominio o conjunto de Llegada). Lo
simbolizamos /' : A — B.SeleefdeAenB.

Ejemplo
Sea A={1;2; 3}y B={l; 2: 3: 4; 5; 6; 7: 8; 9}

La relacién f: {asigna a cada ndmero su cuadrado}
Luego:

f(1)=1

f(2)=4

f(3)=9

Esta relacion es una funcién y si LLamamos x a Los elementos de A pode-
mos escribir /(x) = x°

Consideraremos A y B conjuntos de nimeros, es decir Ac Ry B c R.
Las funciones numéricas proporcionan, una manera de cuantificar y des-
cribir la dependencia de una variable de otra, un modelo para el estudio
de aspectos del fenémeno en cuestion.

Informalmente una funcion es una asignacién tal que por cada entrada
que realizamos obtenemos una tnica salida.
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Observacion

Que esta funcion podria representar por ejemplo el calculo del area de un
cuadrado de lado con longitud x, podriamos decir que el area esta en fun-
cién de la longitud del lado.

Muchas veces para tomar decisiones sobre una situacion que haya sido mo-
delada por una funcién, interesa hacer un analisis del comportamiento de
dicha funcién: cuando crece, cuando decrece, cuan rapido lo hace, dénde
toma sus valores extremos, etc.

La segunda parte de este curso esta orientado a estudiar como se hace este
tipo de estudio de funciones, y esta unidad en particular, propone ese anali-
sis para las funciones cuando se conoce su grafico.

Veremos ahora los conceptos de dominio, imagen y grafico de una funcion.
Sea f la funcion y x la variable independiente.

f(x) (Laimagen de x a través de La funcion) es La variable dependiente, ya que
depende del valor de x cuando no hay posibilidad de confusion se La puede

indicar cony.

(x, f(x)) es el conjunto de los puntos que estan sobre la gréafica que repre-
senta la funcién. Si f es una funcién, tal que f: A — B diremos que:

Al mayor conjunto para la cual la funcion esté definida, se llamara do-
minio natural de la funcién. Siempre que no aclaremos tomaremos como
dominio de la funcién al natural.

Aplicacion de funciones en la vida real

Objetivo: Llograr que el alumno comprenda, en forma intuitiva, los con-
ceptos funcion, dominio e imagen a través de la presentacion de un mo-

delo matematico que represente una situacion de la vida real.

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lapiz. Opcional: netbook,
celular.

Organizacion: armar grupos de entre tres y cinco alumnos Lluego de ha-
ber visto Los conceptos anteriores.

Tiempo: 30 minutos aproximadamente. Se prevé la utilizacion este tiem-
po de la clase.
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ACTIVIDADES

Consigna:

*  Presentacion de la actividad: EL costo de electricidad en octubre
de 2016 de la ciudad de Parana para los clientes que consumen
hasta 200kw/h (kilowatts hora), sin impuestos, se calcula segin
un cargo fijo de $41,62 y un cargo variable, que depende del
consumo, de $0,6986 por kw/h.

«  Pedirles a los alumnos que calculen cual seria el costo de con-
sumir Okw/h, 1kw/h, 100 kw/h, 120kw/h y 200kw/h. Luego que
grafiquen los resultados ;qué observan?

Posible respuesta: los alumnos pueden realizar los siguientes cdlculos:
para 0 kw/h el costo seria $41,62+0%$50,6986=$41,62; para lkw/h

$41,62+1%$0,6986=542,3186;

analogamente para 100 kw/h

$41,62+100%$0,6986=5111,48. Entonces para 120 kw/h seria $125,452 y 200
kw/h $181,34. En caso de disponer de un graficador Lo pueden utilizar para
representar los datos. Sino también con Lapiz y papel se puede realizar.

+5

400

300

200

100

kwil

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280

«  Consultar a los alumnos squé observan? Notar que los puntos
se distribuyen sobre una recta (el costo es una funcién lineal).

*  Luego, el docente puede preguntar, “sse animan a dar una ex-
presion que permita calcular el costo para cualquier consumo
x, para un consumo de hasta 200kw/h?"

Posible respuesta: EL costo para cualquier consumo seria
c(x)= $41,62+x*50,6986

* En relaciéon a la propuesta anterior, 4Es una funcién? ;Cudles
serian Los valores para Los que esta definida?

«  Posiblerespuesta: 0kw/h < x <200kw/ h,0 enforma deintervalo
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« [0,200]. Este seria el dominio de la funcion.
»  ¢Cuales son Los valores minimo y maximo que puede tomar el costo?

Posible respuesta: $0 y $181,34 respectivamente (observar que el conjun-
to imagen seria [0; 181,34] ).

*  Preguntar si a los alumnos se Les ocurren otras situaciones que
se puedan modelar utilizando funciones.

Dominio, codominio e imagen

*  El dominio de f, que LLamaremos A, es el conjunto de valores de
x para Los que la funcién esta definida, se grafica sobre el eje x.
Se escribe Df.

«  Convenimos en LLamar codominio al sequndo conjunto (el de Llega-
da), conjunto B, que escribiremos como Cf.

* La imagen de la funcién o conjunto imagen, que indicaremos
como Lm f, es el conjunto de valores que alcanza f, es decir, el
conjunto cuyos elementos son las f(x), graficamente aparece
en el eje y: Im f = {es el conjunto de los y pertenecientes a B
tal es que existe x perteneciente a A con f(x) = y} en simbolos

Imf = {y eB/3xA f(x)= y} . Observar que ImfC Cf.

Coloquialmente, un elemento de B (codominio) esta en la Imagen de la fun-
cién, si es imagen de algiin elemento de A (Dominio)

Una funcién queda determinada con la formula f(x), que relaciona a la varia-
ble independiente x con la dependiente y.

Veamos si la siguiente grafica corresponde a una funcion cuyo dominio e ima-
gen pertenecen a los reales.

¥ 3

40

ACTIVIDADES



Observamos en la grafica que para a < x < b, a algunos x le corresponde
mas de un valor de y, lo que se visualiza facilmente trazando rectas pa-
ralelas al eje de ordenadas, por Lo tanto no es funcion.

Intervalos de positividad y negatividad

Llamamos ceros de una funcién a los valores de x para los cuales se hace
nula la misma. Es decir, si x, es un cero de f(x) entonces f(x )=0.

Sea f{x) una funcion definida en el intervalo (a,b), es decir (a,b)  Df, Luego:

«  Sif(x)>0 para todo x en (a,b), lLuego (a,b) es un intervalo de posi-
tividad de la funcién.

*  Si f(x)<0 para todo x en (a,b), luego (a,b) es un intervalo de ne-
gatividad de la funcion.

«  Sif(x)=0 para todo x en (a,b), Luego (a,b) decimos que la funcién
es nula en este intervalo.

Ejemplos

VA

Los valores a, b, cy d son los ceros de esta funcion, es decir f(x)=0 para x
igual a cada uno de estos cuatro valores (graficamente los ceros son los
puntos donde la grafica de La funcidn corta al eje x). Luego: f(x)>0 para x
en (a, b)y (c, d) y f(x) <0 para x en (- co; a), (b; c) y (d; + o).
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Intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de una funcion

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo (a; b), es decir (a; b)C Df, Luego:

«  Decimos que la funcién f(x) es monétona creciente si para todo
x,€(a, b)yx,€la, b) tales que x;< x, tenemos que f(x,) < f(x,).

«  Decimos que la funcién f(x) es estrictamente creciente si para
todox e(a, b)yx,(a, b) tales que x < x, tenemos que f{x,) < f(x.).

«  Decimos que la funcién f(x) es monétona decreciente si para
todo x,e(a, b) y x,(a, b) tales que x < x, tenemos que f(x,) = f(x,).

«  Decimos que la funcion f(x) es estrictamente decreciente si para
todox (a, b)y x,e(a, b) tales que x,< x, tenemos que f(x,) > f(x.).

+  Decimos que la funcién f(x) es constante si para todo x,<(a, b) y
x,<(a, b) tales que x,< x, tenemos que f(x,) = f(x,).

A

5

a b

W

La funcion es estrictamente creciente en (a, b).

el

a b c d

La funcién es mondtona creciente en (a, b) pero no estrictamente cre-
ciente; ya que existen valores en el intervalo (a, b) donde la funcién es
constante, observar el intervalo (c, d).
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B
/ N
. ~
a b
La funcién es estrictamente decreciente en (a, b)
N
f
Voo :
R o
. -~
a b C

La funcion es monétona decreciente en (a, b). Pero no estrictamente de-
creciente ya que existen valores en el intervalo (a, b) donde la funcién es
constante, observar el intervalo (c, d).

A

R

a b

La funcién es constante en [a, b]. Vx €[a, b] es f(x)=c.

Transformacion de funciones

En muchas ocasiones es posible la construccion de la grafica de una
funcién a partir de la grafica de otra funcién conocida aplicando diver-
sas transformaciones.

Desplazamientos horizontal y vertical

« La grdfica de la funciony = f(x)+c se puede obtener a partir
de la grafica de f mediante un desplazamiento vertical c.
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«  Asimismo, la gréfica de y = f(x+c) puede obtenerse de la de f
mediante un desplazamiento horizontal de magnitud —c.

Ejemplo

La grafica de y =+ x—3 +1 se puede trazar desplazando la gréfica de
f(x)= \/; horizontalmente 3 unidades a la derecha y, verticalmente, 1
unidad hacia arriba.

Reflexion: Estas transformaciones son que originan graficas simétricas
de ladef:

¢y =—f(x): simetria respecto del eje x

«  y= f(—x): simetria respecto del eje y

* y=—f(—x): simetria respecto al origen de coordenadas
Estiramiento y acortamiento vertical: La transformacién y = cf (x) pro-
duce un alargamiento vertical si c> 1, mientras que si 0 <c< 1 se trata de
un acortamiento vertical.
Alargamiento y acortamiento horizontal: En este caso analizamos la
transformacién y = cf'(x): si c> 1, se acorta horizontalmente en un fac-
tor 1/c; si 0 <c< 1, se alarga horizontalmente en un factor 1/c.

Funciones pares e impares

* Lafuncion f es par si para todo elemento de su dominio se veri-

fica que /(x) = f(~x)
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* Seguln la definicion, la grafica de una funcién par es simétrica
respecto al eje de ordenadas.

* La funcién f es impar si para todo elemento de su dominio es:

J(x)==f(=x)

La grafica de una funcién impar es por Lo tanto simétrica respecto al
origen de coordenadas.

Algebra de funciones

Dadas dos funciones fy g (por simplicidad consideremos que ambas tie-
nen el mismo dominio y el mismo codominio), es posible definir nuevas
funciones mediante las siguientes operaciones:

«  Suma de funciones: (f + g)(x) = f(x)+ g(x)

«  Restade funciones: (f — g)(x) = f(x) — g(x)

+  Producto de funciones: ( f2)(x) = f(x)g(x)

«  Producto de una funcién por un escalar: (kf)(x) = kf (x),k € R
/ S ()

«  Cociente de funciones: (—)(x) = ——=,g(x) # 0
g g

Composicion de funciones

Dadas las funciones /: 4 — By g : B — C, luego se define la funcién
compuestago f: A — Ccomo: (go f)(x) = g[f(x)]

Clasificacion de funciones

Recordemos que:

« Una funcién f : A — B es inyectiva si todo elemento del co-
dominio es imagen de, a lo sumo, un elemento del dominio. O,
en forma equivalente, f es inyectiva si elementos distintos del
dominio tienen imagenes distintas.

* Unafuncién f : A — B essuryectiva o sobreyectiva (o simple-
mente sobre el codominio) si todo elemento del codominio es
imagen de algin elemento del dominio (o, en forma equivalente,
si el conjunto imagen coincide con el codominio).

« Lafuncién f es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.
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Observacion
Se puede determinar graficamente si una funcién es inyectiva del si-
guiente modo: toda paralela al eje de abscisas debe cortar a la grafica de

Lla funcién en no mas de un punto.

Para comprobar si es suryectiva: toda paralela al eje de abscisas debe
cortar a la grafica de la funcion en al menos un punto.

Inversa de una funcion

Si f es una funcién de A sobre B (f : A — B) se define la inversa de f
(denotada por ) de la siguiente manera y = f(x) < x= ().

La inversa de una funcion no es necesariamente otra funcién. Una condi-
cién necesaria y suficiente para que f sea funcion es que f sea biyectiva.
En este caso f es también una funcién biyectiva:

f: A—> B esfuncién biyectiva<> f ' : B — A es funcién biyectiva.

Si f esta dada mediante una férmula, se puede encontrar la expresion
para la inversa sustituyendo x por y, luego despejando .

La grafica de lafuncién inversa es simétrica de la grafica de La funcién con res-
pecto a la recta que contiene a Las bisectrices del primer y tercer cuadrante.

Ejemplo:

fi(x)

" i
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Funcion lineal

Una funcién lineal es una funcién cuyo dominio y codominio son todos
Los nlimeros reales, y su expresion analitica es f(x)=mx+n con my n ni-
meros reales.

Recordar que el ejemplo de la electricidad se trataba de una funcién lineal.

Ecuaciones de la recta
a) Ecuacion pendiente - ordenada al origen

La ordenada al origen de una recta es el valor de n en donde la gréfica
corta al eje y, es decir la recta pasa por el punto (0, n).

Pendiente de una recta: llamaremos m a la pendiente de una recta y
se define de la siguiente manera, sean P =(x,y,) y P,=(x,y,) dos puntos
yl - yZ 6 m=
X, —X, X, — X,

cualesquiera de la recta, entonces m =
cocientes dan el mismo resultado).

Luego laecuacion pendiente-ordenadaal origende larectaesy = m.x+n
(m: pendiente; n: ord. al origen).

Si tomamos la recta y = —3Xx, esta recta tiene pendiente -3 y ordenada
al origen 0.

Ejemplo

. 3-0
Si unarecta pasa por los puntos P=(2, 3) y por Q=(1, 0) lLuego m = ﬁ =3
(6 también m = 0-3 =3).

La ordenada al origen de una recta es el valor de n en donde la grafica
corta al eje y, es decir la recta pasa por el punto (0, n).

Pendiente de una recta: llamaremos m a la pendiente de una recta y
se define de la siguiente manera, sean P =(x;;y) y P,=(x,;y,) dos puntos
=M 6m = Vo= N (ambos
X=X Xy =X

cualesquiera de la recta, entonces m =
cocientes me dan el mismo resultado).

La ecuacion pendiente-ordenada al origen de la recta es: y = m.x + n (m:
pendiente; n: ord. al origen).
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Si tomamos la recta y = —3Xx, esta recta tiene pendiente -3 y ordenada
al origen 0

Ejemplo: Si una recta pasa por los puntos P=(2; 3) y por Q=(1; 0) luego
3-0 —
m=——=3 (étambiénm:u:&.
2-1 1-2
« Si la pendiente es m > 0 la recta es paralela a una que va del
tercer al primer cuadrante.

« Sila pendiente es m < 0 la recta es paralela a una que va del
segundo al cuarto cuadrante.

+ Silapendiente es m =0 la recta es paralela al eje x (horizontal).

Si la pendiente no existe la recta es paralela al eje y (vertical).

Observacion
A
\ m>0
\ m=0
P \
No existe m m<0
Ejemplo

3
s y= Ex —1 esta recta tiene pendiente 5 y ordenada al origen -1

En la tabla de valores, se observa:

X | v
1
2 | 2 2

v

Uno de Llos puntos que utilizamos es el que tiene la ordenada al origen.
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La pendiente es positiva por eso la recta es paralela a una que va del
tercer al primer cuadrante (creciente).

Si tomamos ahora la recta y = —3x, esta recta tiene pendiente -3 y or-
denada al origen 0

Si hacemos una tabla observamos:

Si hacemos una tabla observamos:

4

\ 4

X ¥
0 0
1 -3

Como se ve en este caso la

pendiente es negativa. Entonces la

recta es decreciente.

b) Ecuacion punto - pendiente

(0,0)

Si una recta pasa por un punto P=(x0,y0) y tiene pendiente m Lluego su
ecuacion es:

Y=y, =m(x—x,)

P=(x{]:yo)

v
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Observacion

Cuando la recta es vertical la pendiente no existe entonces esta tiene
ecuacion: X = X,

P P=(xo:y0)

c) Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Una recta pasa por los puntos P=(x,,y,)y Q=(x,, y,) tiene ecuacién:

r 3
Q=( Xy 1,1}
=N
, . Y=Vo=7" (x—x,)
.‘I ) ey ] -"‘]_xo
P=(¥,v,) ! y, =¥
o ___--{ 0 Vo) : Donde ——" esla pendiente
G [ X, —X
: I L | “*0
1
] : -~
Xo X

A continuacién se muestran que condiciones deben cumplir las pendien-
tes de dos rectas para ser paralelas o perpendiculares, es decir para ver
La posiciones relativas entre ellas.

Condiciones de paralelismo y perpendicularidad

Sean r; y r, dos rectas de pendiente m2, y m,, luego:

* Las dos rectas son paralelas si tienen igual pendiente, es decir
rllrysim =m,

* Las dos rectas son perpendiculares si la pendiente de una es
igual al opuesto del reciproco de la otra, es decir
. 1
rnlrsim=——r0
m,
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Funciones Lineales

Una funcién de la forma f(x) = mx + n, donde my n son nimeros reales; m
representa la pendiente y n representa la ordenada al origen. Su dominio
natural es el conjunto de Los niimeros reales (R).

La representacion grdfica de una funcién lineal es una recta.

Funcion cuadratica

Ahora trabajaremos con otro tipo de funciones LLamadas cuadraticas estas
son funciones cuya formula esta dada por polinomios de segundo grado.

La forma general de una funcién cuadratica es:

f(x)=ax* +bx+c,cona#0

Donde a, b y ¢ son nimeros reales constantes, con a # 0 (a distinto de
cero), ya que sia = 0, el polinomio obtenido es de Lla forma f(x) =bx+c

que como ya vimos es una funcién lineal.

EL dominio natural o de definicion de cualquier funcién cuadrdtica, al igual
que de cualquier funcién lineal, es el conjunto de todos los nimeros reales (R).

Nota

A fin de que el alumno comprenda la potencialidad de las funciones en
problemas de la vida real es que el docente puede introducir este tema
utilizando el siguiente ejemplo.
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Aplicacion fisica de las funciones cuadraticas

Objetivo: Lograr que el alumno comprenda una aplicacion fisica simple
para las funciones cuadraticas.

Elementos de trabajo: calculadora, papel y lapiz.

Organizacion: una clase expositiva con participacién de los alumnos.
Tiempo: 30-40 minutos aproximadamente.

Consigna: Caida libre

Si dejamos caer un objeto desde una altura inicial y en el vacio, sin
considerar ni vientos laterales ni el rozamiento con el aire, el mismo
cae en forma vertical. La distancia respecto del suelo en un instante t,
medido en segundos, previo al Llegar al suelo, expresada en metros, es

h(t) = —4,9¢" + y,.

Por ejemplo: si lo dejamos caer desde una altura inicial de 2m la funcién
serfa h(t) = —4.9¢° + 2.

Para el docente: Plantee a Los alumnos las siguientes actividades y posi-
bilite la discusion acerca de las posibles respuestas.

Considerando esta dltima situacion:

1. Evalide h(0) ¢;Quésignifica? (Esperar las respuestas de los alumnos)

Posible respuesta

h(0)= 2 [m] la funcién evaluada en el tiempo t=0 (el tiempo inicial) me da
la altura inicial.

2. ¢Qué tiempo tarda en impactar contra el suelo? <Esperar las
respuestas de Los alumnos>

Posible respuesta

Hacemos h(t)=0 . Obtenemos — 4,9¢> + 2 = 0 resolviendo. — 4,9¢* = -2

~ 10,639 [s]

[
-

N

&
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ACTIVIDADES

Como el tiempo es positivo la respuesta es que en aproximadamente
0,639 segundos impactara contra el suelo.

3. Realice una grafica que represente como varia la altura en me-
tros en funcion del tiempo.

Posible respuesta

La grafica podria ser:

1" metros

2354

L34

5 egmlldos

T T T T T
n" oA nA ne 1

Veamos a continuacién algunos ejemplos de Funcién Cuadratica:

o f(x) =-3x2+ 4x +1

¢« glx)=7x2-4

¢ h(x) =x?
La funcién cuadratica mas simple esta dada por f(x) = x’. La grafica
de esta funcidn cuadratica servira como base para trazar la de cualquier
otra funcién cuadratica
Podemos ver que para la funcién f(x) = x°, se cumple lo siguiente:

« f(-3)=1(3)=9

¢ f(-1)=f(1)=1

- f(-0,5) =f(0,5) = 0,25

Més generalmente f(—x)= f(x), la funcién f(x)= x’es una funcién
par, por eso satisface esta condicion. Recordemos que toda funcién par es
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simétrica respecto del eje y. Luego decimos que el eje y es el eje de simetria
de la gréfica. La grafica que representa a esta funcion es una parabola.

F 9
y

De hecho la grafica de cualquier funcién cuadratica y = ax? + bx + c es
una parabola.

Eje de Simetria

Una de las caracteristicas mas importantes de las parabolas es que son
simétricas respecto de una recta vertical lLamada eje de simetria. En el
caso de f'(x) = x el eje de simetria tiene ecuacién x = 0 (por ejemplo: ),
esta simetria se debe al hecho de que(—x)* = x°.

Vértice

Cualquier parabola presenta un punto de inflexion LlLamado vértice, que
se localiza en la interseccion del eje de simetria con la propia parabola.
Por ejemplo la pardbola que representa a la funcién f(x) = x” tiene su
vértice en el punto (0,0), el origen de coordenadas.

La gréfica de la funcién g(x) = —x" es simétrica a la de la funcién
f(x) = x” respecto del eje x y tiene el mismo vértice y eje de simetria
como podemos observar en el siguiente grafico: trazamos la grafica de

J(x)yladeg(x).
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f(x)=x2

g(x)= -x?

Dominio, Codominio e Imagen de una Funcion Cuadratica

Observemos que las funciones f(x)y g(x) que veniamos estudiando
tienen Df=R yDg=R, refiriéndonos en ambos casos a sus dominios natu-
rales, mientras que si observamos las imagenes (el conjunto imagen): Im
f= R’ , el conjunto de los reales no negativos:{x e R/x 0}, ylalmg=
R, (el conjunto de Los reales no positivos: { x e R/ x € 0}).

De hecho cabe observar que g(x) = — f(x).

Concavidad

Decimos que la gréfica de f(x) = x” es concava hacia arriba, ya que las
ramas de la misma apuntan hacia arriba, y que la de g(x) = —x’ es con-
cava hacia abajo, ya que sus ramas apuntan hacia abajo.

Observemos del grafico anterior que f(x) = x” decrece a la izquierda de
su eje de simetria en el intervalo (-, 0) y crece a la derecha de este, en
el intervalo (0,).

Mientras que la funcién g(x) = —x°, crece a la izquierda del eje de si-
metria (x = 0) en el intervalo (-»,0) y decrece a la derecha de este, en el
intervalo (0,).

Desplazamientos a partir de la funcion y = x°

La graficade y = x’ puede servir de guia para graficar otras funciones
cuadraticas. En los siguientes ejemplos a), b), c) y d) se muestra la
graficade y = x” en lineas punteadas para poder compararla con otras
funciones cuadraticas.
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La graficade y = x* +2
es congruente con la de
y= x° pero esta desplazada
2 unidades hacia arriba.

La graficade y = x* —2

es congruente con la de
y= x* pero esta desplaza-
da 2 unidades hacia abajo.

EL vértice de esta parabola es
(0,2). EL eje de simetria es: x = 0.

EL vértice de esta pa-
rabola es (0, -2).

El eje de simetria es x = 0.

El eje de simetria es x = 0.

A continuacién se observa la grafica de la funcién y = (x + 2)2.

Como se le suma 2 a x y luego se eleva al cuadrado la expresién, luego
para x =—2, y =0 y el vértice de esta nueva pardbola se ubica en el
punto del plano (-2,0), lLuego su eje de simetria tiene ecuacién x = —2. Es
decir esta desplazada dos Lugares hacia la izquierda respecto de y = x°
. De manera parecida la grafica de la funcién y = (x + 2)2 esta despla-
zada dos unidades hacia la derecha, luego su vértice es (2, 0) y su eje de

simetria es x = 2.
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La graficade y = (x +2)” es
congruente con lade y = x’
pero esta desplazada 2 uni-
dades hacia la izquierda.

La graficade y = (x —2) es
congruenteconlade y =Xx
pero esta desplazada 2 uni-
dades hacia la derecha.

EL vértice de la pardbola (-2,0).

EL vértice de la pardbola (2,0).

Su eje de simetria tie-
ne ecuacion x = —2.

Su eje de simetria tie-
ne ecuacién x = 2.

Ahora si comparamos las graficas de las siguientes funciones cuadrati-
cas, mediante una tabla de valores, podemos observar:

X |y=x? |y=2x* |y=¥sx?
1 2 s

-1 1 2 s

3 9 18 3

-3 9 18

0 0 0 0

y=2x?

\ y= x2 |

A medida que crece en valor absoluto el coeficiente a que acompana a x?
mas aguda es la grafica y cuando mas pequeno es en valor absoluto mas
abierta es la grafica. Otro ejemplo es:

X |y=-x*|y=-2x2 |y=-¥sx?
-1 -2 -3

-1 -1 -2 -5

3 -9 -18 -3

3| -9 -18 -3

0 0 0 0
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En resumen

Sea y =(x—x,)> +y,” luego el vértice tiene coordenadas: (x, , y,), es
decir x  es la abscisa del vérticey y, la ordenada.

La ecuacion del eje de simetria es: x = x .

Si a > 0 la parabola es céncava hacia arriba (sus ramas apuntan ha-
cia arriba).

Si a < 0 la parabola es céncava hacia abajo (sus ramas apuntan ha-
cia abajo).

Veamos el siguiente ejemplo de la aplicacion de Lo anterior:
Se puede graficar a partir dey = x la funcién y=f(x)=(x+2)" -2

Una manera conveniente de efectuar la gréfica de La funcion es comenzar
< 2
conlagraficade y = x™:

x2

<
Il

y=(x+2)?




Y por altimo trasladarla dos unidades hacia abajo:

y=(x+2)2-2

La gréfica final tiene vértice en el punto (-2,2) y eje de simetria x = -2.

Esta forma nos permite identificar inmediatamente el vértice y el eje

de simetria.
Ejemplos
Funcién Vértice |Eje de Simetria |Concavidad
, a=-1,a <0 enton-
y=-(x-1)"+3 [(1,3) x=1 ces la pardbola es
concava hacia abajo.
, a =1, a > ( entonces
y=(x+05)" -1 |(-05-1) |x=-0,5 la pardbola es cén-
cava hacia arriba.
, _ a =-3,a < 0 enton-
y=-3x> -1 (0;-1); |x=0(Ejex). |ces la pardbola es
concava hacia abajo.

Ecuaciones para hallar el vértice de una parabola

Las soluciones de la ecuacién ax* + bx + ¢ = 0, con a # 0, viene dada por
la formula de la resolvente:

~b++b’ —4a

X2 =

2a
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Observemos que como el vértice /' = (x,,; y, ) de la pardbola se encuen-
tra sobre el eje de simetria lLuego conociendo los ceros de la funcién po-
demos hallar la abscisa del mismo de la siguiente manera:

. .. .t X +X,
Si X, y X, son los ceros de la funcién cuadratica f(x) luego x, = ——.

Si aplicamos esta Gltima formula a las soluciones obtenidas de la formu-
la de la resolverte podemos hallar una formula general para hallar la
abscisa del vértice:

_—b
" 2a
La ordenada y, del vértice La obtenemos calculando y, = f(x )

X

Esta formula sirve también para cuando la funcién cuadratica no tiene
ceros reales.

Otra aplicacion de funciones cuadraticas

Un granjero decide criar patos y compra una cierta cantidad de machos
y hembras. Se empiezan a reproducir y la poblacién crece en funcién del
tiempo. Este crecimiento esta dado por laférmula p(7) = 21> +20¢+22
, en donde p es el ndmero de patos y t los afos transcurridos

=

¢Cuantos patos compré?
2. ¢Cuando se da la mayor poblacion de patos y cuantos patos son?
3. ¢Cuando hay 184 patos?
4. ¢En algdn momento se extinguen? Si es asi, sCuando?

En principio es una situacion problematica que tendra solucién en los nu-

meros naturales por tratarse de cantidad de patos (variable dependiente
p) y el tiempo transcurrido en afos (variable independiente t).

Posibles respuestas
1. ¢Cuantos patos compré?

EL tiempo inicial es p(t)=0 para conocer la cantidad de patos
que compro.

p(t)=-2.0>+20.0+22
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ACTIVIDADES

pt) =2
0 sea, compré 22 patos.
¢Cuando se da lLa mayor poblacién de patos y cuantos patos son?

Se necesita conocer el punto maximo que alcanza la grafica
de la funcion, sabiendo que la grafica es una parabola céncava
hacia abajo (a<0). Se calcula el punto del vértice \V,;V,

Donde: V/, :_—b V,=1r)
2.a

En la situacion inicial:

a=-2;b=20;c=22

v -20 -20

‘2.2 -4
V,=f(5)=-25+205+22=112

5

EL vértice es

V., =(5112)

Estoesencincoanos lapoblacién llegarda 112 patos como mdximo.
¢Cuando hay 184 patos?

Es Légico responder que la poblacién de patos no llegara a 184
patos ya que en el item anterior confirmamos que la pobla-
cién maxima sera de 112 patos en 5 anos. Podemos verificar-
Lo algebraicamente:

184 =-2.4> +20.¢+22

Reemplazando nos queda una ecuacién cuadratica.

184 =-2.1>+201+22

0=-2.4"4+20r-162

Aplicando la férmula resolvente, se encuentran dos solucio-
nes posibles:

B —b++b* —4ac

t:t, =
2 2.a
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| —20£4/(20)> —4.(-2).(-162)

t:t, =
v 2.(-2)
. _ —20++/400-1296  —20++/-896
122 — -
—4 —4

Esta ecuacioén no tiene solucién, confirmamos lo dicho con ante-
rioridad, la poblacion de patos no llegard a 184 patos.

4. ¢En algan momento se extinguen? Si es asi, scuando?

—b+Ab* —4ac

ok = 2.a
. ~20+4/20° —4.(-2).22
a 2.(=2)
., _—20£4/400+176 _ 2044576 _ ~20+24
122 — - -
4 4 4

Donde?, =-1,¢, =11

Esto indica que la poblacién de patos se extinguird a los 11 afios.

Funcion Exponencial y Logaritmica
Introduccion a las funciones exponenciales

Imagine usted que un cultivo de bacterias crece con tal rapidez que a
cada hora el nimero de bacterias se duplica. En estas condiciones, si
habia 10.000 bacterias cuando el cultivo comenzé a crecer, el nimero
habria aumentado a 20.000 después de una hora, habria 40.000 después
de 2 horas (ya que se habria duplicado la poblacién de la hora anterior),
y asi sucesivamente. Luego La funcion que muestra el crecimiento de esta
poblacion es: f(x) = (10.000).2 *

Esta funcion nos da el nimero de bacterias presentes después de x horas.
Esta ecuacion define una funciéon exponencial.

De manera mas general tenemos que Las funciones exponenciales tienen
Lla siguiente forma:

f:R> R*/f(x)=a*dondea>0ya=1.

Llamamos al nimero a base de la funcion exponencial.

62

ACTIVIDADES



Observacion

La funcién no tiene problemas para ningun valor de x. Luego su dominio
natural o de definicion es el conjunto de todos los reales, es decir Df = R.
De igual manera la funcién no alcanza nunca valores negativos asi como
tampoco el cero, luego If = R".

Debemos dividir las funciones exponenciales en dos casos:

1} fix)=a*si O<a<1

i) fix)=a*si a>1

Observar:

« Enambos casos la funcion tiene ordenada al origeneny =1, ya
que f(0) = a’ =1 (recordar que a > Oy a # 1).

«  Cuando a > 1: f(x) = a* es estrictamente creciente en el intervalo
(-o0, o0), es decir es estrictamente creciente en todos los reales.

«  CuandoO<a<1:f(x) =a*es estrictamente decreciente en el interva-
Lo (-o0, 0), es decir es estrictamente decreciente en todos los reales.
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* No tiene ceros. Es decir nunca corta al eje x. De hecho se pega
al eje x pero nunca lo toca, decimos que tiene una asintota hori-
zontal de ecuacion y = 0 (eje x).

Ejemplo

2

usando las propiedades de la potencia, g(x) =2 " ).

1 X
Compare las graficas de f(x) = 2xde g(x) = (—) (0o equivalentemente,

g(x)=(1/2)

Introduccion a las funciones logaritmicas

Recordemos antes de comenzar La definicién del logaritmo de un niimero:

Seana>0ya =1y b>0 dos nimeros reales, lLuego log b = c siy sélo si
a =b.

Llamamos al nimero real a la base del logaritmo.

Observacion
log 1=0ylog,a=1
Definimos a la funcién logaritmica como R*-> R/ f(x) = log_(x).

Es decir esta definida solo en los reales positivos (dominio) y su imagen
son todos los reales.

Graficamente: i) f (x) = log,(x) si a>1
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f(x)=log (x)tiene una asintota

vertical en x=0 ( eje y).
(x)=loga(x)
1 1
i)f - (x) = log (x)si O<a<l. f (x) = log_(x) tiene una asin-

tota vertical en x=0 ( eje y).

f(x)=loga(x)

«  Todas la funciones logaritmicas tienen un cero en x = 1, es decir
cortan el eje x en x =1 (abscisa al origen).

* Cuando a > 1: f(x) = log,(x) es estrictamente creciente en el
intervalo (0, «), es decir es estrictamente creciente en todos
Los reales.

*  CuandoO<a<1:f(x) =log_(x) es estrictamente decreciente en el inter-
valo (0, «0), es decir es estrictamente decreciente en todos Los reales.

Ejemplos

Un caso particular de funcién logaritmica es g(x) = Ln (x), logaritmo
natural o neperiano. Este logaritmo tiene por base el nimero irracional
e = 2,71828... Luego la funcién inversa del logaritmo es g *(x) = e*,
exponencial natural.
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Otro ejemplo es h(x) = log,, (x ) = log (x) , cuando el logaritmo es base 10
no hace falta aclararlo. Luego h (x) = 10~.

Propiedades de Los logaritmos: Seanby d >0
* log, (b.d)=log b+log,d
* log, (b:d)=log b-log d,sid#0
* log, (b*)=xlog b
© log (a*)=xyat9sesx)=x.

* log, (1)=0ylog _(a)=1
log(b) _ In(b)

log(a) In(a)

En la siguiente grafica se muestra la relacion de algunas funciones y
sus inversas:

«  Cambio de base: log ,(b) =

i
S
! & gl=er

glnx) e

____ ________ - ‘_,,—"". hix)=log(x)

Dadas las siguientes funciones dé su dominio, imagen, ceros, intervalos de
positividad y negatividad, paridad, crecimiento y decrecimiento. Grafique:

aly = log, (x) -1
b)y =log, (x +1)

3
C)y — ex+l _2
d)y =2~
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Mdédulo N° 3
Expresiones Algebraicas Enteras
y Fraccionarias. Funciones

Polinémicas y Racionales
|

éPor qué estudiar Expresiones Algebraicas?

En médulo se orienta a desarrollar estrategias para superar el pasaje
de la aritmética al dlgebra, permitiéndole reconocer al estudiante los
fendmenos de la vida cotidiana que pueden ser modelizados por expre-
siones algebraicas.

La propuesta consiste en abordar el aspecto algoritmico del funciona-
miento algebraico en concordancia con el andlisis del comportamiento
de las variables en juego y las representaciones graficas.

Nos proponemos los siguientes objetivos:

Promover la comprensién y la modelizacién como aspecto fun-
damental de la actividad matematica.

Conceptualizar las caracteristicas inherentes al proceso de modelizar.

Distinguir las continuidades y rupturas que se presentan en el
pasaje de la aritmética al algebra.

Proponersituaciones queadmitandiferentesformasderepresentacion.

Argumentar en base al conocimiento matematico, utilizando la
demostracion deductiva.

A partir de este abordaje es posible que el estudiante acceda a la
geometria analitica, como un espacio en el que se integran las
funciones y el algebra como herramientas de modelizacién para
resolver cuestiones de geometria.
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Expresiones algebraicas

Una expresion algebraica es aquella que vincula nimeros y letras por
medio de las operaciones aritméticas: suma, resta, producto, cociente,
potenciacion y radicacion.

2
Por ejemplo, son expresiones algebraicas: 2x3,\/5xy2, X+ 3, 3x* — S5y,
3Wm—1 Y
2
Clasificacion

Expresiones

Algebraicas

l Racionales \ l Irracionales \

' Enteras | ' Fraccionarias |

Expresiones algebraicas enteras

Se llama enteras a las expresiones algebraicas donde las variables apare-
cen en el numerador y estan afectadas solo a exponentes naturales.

AT

Parte numérica Parte literal

Ejemplos de expresiones algebraicas enteras:

%xz +2;x/§—x3;§y3—2y2+y
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Monomios

Un monomio es una expresion algebraica entera de un solo término.
Un monomio tiene la forma P(x) = ax”
a € R coeficiente
neN exponente
«  Monomios semejantes: son aquéllos que tienen la misma parte literal.
Ej: Exzm, xzm_y —3x%m son semejantes

¢ Grado de un monomio: es la suma de Los exponentes de todas
Llas letras o variables.

1
Ej: Exzm su grado es 3

+  Operaciones con monomios: se emplean en todos los casos las
propiedades de los nimeros reales.

Adicion: solo se pueden sumar los monomios semejantes
1

3
—xX*m+x*m=-3x*m=-=x*m
2 2

Multiplicacion: se multiplican los coeficientes por un lado y para la parte
literal se aplican las propiedades del producto de potencias de igual base.

(%xza)(— 3x2m): —3x*am

Division: se dividen los coeficientes por un lado y para la parte literal se
aplican las propiedades del cociente de potencias de igual base.

2 s 2 4
(%x am ):(—Sx m):—%am

Polinomios

Llamamos polinomios a la adicién y sustraccion indicada de monomios
no semejantes. Por ejemplo:

2 2 4
1x*a-3x'm+a-3x"m

. N n n-1
Un polinomio tiene la forma P(x) =a x" +a _x"" +..+a,x+a,

a € R coeficientes
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a, # 0 coeficiente principal

a, Término independiente

Grado de un polinomio
Es el grado del monomio de mayor grado de los que componen el polinomio.
Por ejemplo:

%xza—?)xzm +a —%x4m es grado 5 mientras que \/§m6 —3x2yn es de
grado 6.

Operaciones con polinomios
«  Adicion: sumamos los monomios semejantes de ambos polinomios.
(1 2 2 3 4 2
sXa=-3x"m+a-5x m+1)+(2a+2x m—2)
=lx’a-x’m+3a-3x'm-1
¢ Substraccion: se cambian los signos del polinomio sustraendo
y se suman,
(1 2 2 3 4 2
sXa=-3x"m+a-5x m+1)—(2a+2x m—2)
=1x’a-5xm—a-3x'm+3
¢ Multiplicacion: multiplicamos aplicando propiedad distributiva
y sumamos los monomios semejantes,
(x* =3x*a+a).5a-2)=(5x*a-15x*a* +5a*) + (-2x* + 6x°a —2a)
=11x’a-15x*a* +5a* —=2x* —2a
«  Divisién: una forma practica de dividir polinomios es aplicando la
regla de Ruffini.
En caso de que el dividendo sea un polinomio en x, es decir que la Gnica
letra que aparece en la parte literal es x, y divisor sea de la forma (x-a)
(donde a es un nimero real). Entonces podemos calcular el cociente y el

resto de la siguiente manera:

Sean P(x) =3x" —2x> +3x’ +6y O(x) = x -2
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Primero se ordena el polinomio divisor de manera decreciente segun las
potencias del mismo y se Lo completa:

P(x)=3x" +0x" +3x’ —=2x* +0x+6

2 se multiplica por cada resultado de

El divisor la suma de la manera indicada
es (x-2)
a=2
Proceso
1. Se baja el 3 (coeficiente de mayor grado) y luego se multiplica
por el 2.
2. Sesuma este resultado al segundo coeficiente del dividendo.
3. El resultado de esta suma se multiplica por 2 y se le suma al
tercer coeficiente.
4. Serepite este proceso hasta terminar.
5. Una vez terminado reconstruimos nuestro cociente teniendo en

cuenta que este es de un grado menor que el dividendo, esta
ordenado decrecientemente, completo y los coeficientes del
mismo son 2 6 15 28 56 y su resto es 118. Esto es:

C(x)=3x*+6x> +15x* +28x+ 56y R=118.

Teorema del Resto

En el caso de la division de un polinomio en x por otro de la forma (x-a), el
resto es igual al valor numérico del polinomio dividendo en donde se rem-
plaza x por a.

Ejemplo: Si tomamos el polinomio del ejemplo anterior:

P(2)=3.(2)° =2.(2)° +3.02)° +6=118
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Factoreo de expresiones algebraicas

Consiste en expresar un Polinomio como un producto de factores.

1° Caso - Factor comin

Un factor comin de un polinomio es un maximo comun divisor (MCD)
de todos sus términos. Es un factor que aparece en todos los términos
y el mismo se extrae. EL nimero de términos dentro del paréntesis es el
mismo del polinomio original.

Ejemplos
5

4x*y—8x’y’a+6x’y’b =2x"y(2 - 4xya+3x’y’b)

—m’n’ +lmn —lm4nc = lmn lm2n +1—lm3cj
4 2 8 2 2 4

2° Caso - Factor Coman por grupos

Se agrupan los términos y se extraen los factores comunes de cada gru-
po, luego se extrae Los factores comunes a cada uno de los grupos, para
factorizar completamente el polinomio (se tiene que poder armar grupos
con las mismas cantidades de términos).

Ejemplos

x* 4+ bx—ax—ab = (x* + bx) + (—ax — ab) = x(x + b) — a(x + b)
=(x+b)(x—a)

2bx —2b* + ax —ab = (2bx —2b*) + (ax — ab) = 2b(x — b) + a(x — b)
=(x—-b)(2b+a)

3° Caso - Trinomio cuadrado perfecto

Previo laformalizacién del temalo puede introducir observando lo siguiente.
Verifiquemos la formula del desarrollo del cuadrado del binomio (x+y)?

observando las areas de Los siguientes cuadrados rosa (de lado y) , ama-
rillo) (de lado x) y los rectangulos celestes (de lados x e y):
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A
: C

()’ 2y +y?

Claramente esto no es una demostracion de la identidad (x+y)?= x?+2xy+
y? ya que tanto x como y pueden tomar valores negativos la misma se
puede demostrar haciendo

(x+y)2 = (x+Y)(x+y)= X2+yx+ xy+y? =x24+2xy+ y?

Observar Lo siguiente:

Enx” +2xy+y’ = (x+ y)’ tomando -y en lugar de y obtenemos

X' =2xy+y’ =(x-y)

Ejemplos

4x% —4xy+y* =.(2x—y)’

x+2x° +1=(x"+1)°

4° Caso — Cuatrinomio cubo perfecto
Se aplica una de las siguientes formulas:
a’ +3a’b+3ab> +b’ =(a+b)’

a’> —3a’b+3ab> —b’ =(a-b)’

5° Caso — Diferencia de cuadrados

Toda diferencia de cuadrados se puede transformar en el producto de la
suma de las bases por la diferencia de las mismas:

a’ —b* =(a+b).(a-b)

Ejemplos
xP—4=(x+2).(x—-2)

=y =)t -y)

3x* -5= (\/§x+\/§).(\/§x—\/§)
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Expresiones algebraicas racionales
fraccionarias o fracciones algebraicas

Se llama asi a las expresiones algebraicas donde al menos una variable
esta afectada a exponente negativo, o esta aparece en el denominador.

Operaciones con expresiones
algebraicas fraccionarias

Simplificacion: Es transformarla en otra expresion algebraica fracciona-
ria equivalente. Para ello se factoriza numerador y denominador, y luego
se simplifica los factores comunes.

Ejemplo

¥ -yt =y )Gy _x+ )

y'=2xp* +x° »* -x)’ QV x-y

Simplificacién valida
para y2 FX

Adicion: se factoriza numerador y denominador.

Para construir el nuevo denominador tomamos los factores comunes y
no comunes con su mayor exponente.

Se suma como si se tratara de fracciones numéricas, es decir como sigue:

a 5_ad+cb
bd

Ejemplo

x+1 +x2+l_ x—-1  x+1 & x +1 _x-1
2x-2 x* -1 2x+2 2(x-1) (x=D.(x+1) 2(x+1)

_ +D)x+D)+2(x* +)—(x-1)x-1) _ 2+ 2x+1+2x* +2-(x* -2x
2(x—D.(x+1) 2(x—D.(x+1)

_ 4x+2x742 Q@D x+l
2x—D(x+1) Ha-D.(xX) x-1

lSimpIificaciones validas siy solo si x#—1

Multiplicacion: se factorizan numeradores y denominadores y se simpli-
fican los factores comunes entre el numerador y denominador.
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ACTIVIDADES

Ejemplo

x+1 x2—1= }4-\1/ (x;b’[ﬁx—l)=_ x+1

—x?=142x 2 +x —(.!c—ﬁ2 x(hl) (x—=1)x

Simplificaciones validas six # —1ysix # 1

Division: como con Llos nimeros reales, se multiplica la primera fraccién
(dividendo) por la segunda fraccién (divisor) invertida:

a c_ad
b'd bc
Ejemplo

x+2 . x+2 _ x+2 —x*-x_ ®X2 -x(F+)_ x

2x+2 —x’—x 2x+2 x+2 26+1) xI 2

Simplificaciones validas si x # —1 y si x # -2

1. Dados: P(x) =5x" —3x’ +4x -6, O(x) = -3x° + %xz +3y

D(x) = x + 3 hallar:

a. P(x)+0(x)= e. P(x).0(x)=
b. 2P(x)-30(x) = f. PQ3)=

¢ O(x)—Px)= 9. O(-D=
d. 0(x).0(x) =

2. Completar para que se trate de un trinomio cuadrado perfecto
y luego factorizarlo.

a. 4x*+2x+....

b. ...—4x*+1
c. Sx‘—...+2
d x*-.+4
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3. Factorizar:

a. 3ab+3aq+3bp+3pg £ Ix°y* —7y*z°
12 6 4 2

b. S5x+5bx+ ax+ abx 9 Zoac+—ad+—bc+<bd
c. 5a’+10az+5z°
h. yx*—16y
d. 4a’b’ +4ab’c+b’c’
i, —8—-2x>—8x
e. 32p-8pq*
2 _ 81x* —9x
4. Dadas P(x) = o 1 O(x)=—
3x+1 Ox +6x+1
Resuelva:
e. P(x)+0(x)= i. P(x):Q(x)=
f. 2P(x)-30(x)= . PQ3)=
1
9. O(x)-P(x) = k. Q(— g) =
h. P(x).Q(x)=

Funciones Polinomicas

Recordemos previamente qué nos decia el teorema del resto.

Teorema del Resto: EL resto de la division de un polinomio P(x) con uno
de la forma (x-c) tiene resto igual al valor numérico del polinomio en c.
Es decir p(x): (x - c) tiene resto R = p(c).

Si c es un cero o raiz del polinomio, es decir p(c)=0, observamos por este
teorema que (x-c) es un factor del polinomio.

De ahora en adelante hablaremos indistintamente de ceros o de raices
de un polinomio.

Teorema de las n raices: Si P(x) es un polinomio de grado n =1, entonces
tiene exactamente n raices, considerando las reales y las complejas con
sus multiplicidades.

Esto quiere decir que un polinomio de grado n puede tener a lo sumo n

raices. Graficamente esto es que la grdfica de una funcién polinémica
dada por un polinomio de este tipo corta a Lo sumo n veces al eje x.
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Funciones polindmicas: Una funcién polindmica de gra-
do n es una funcién f:R — R que pueden expresarse como
f(X)=ax"+a, x""'+..+ax+a,cona, #0

Teorema de Gauss de las raices racionales: sea P(x) =a x"+a,  x"'+...+
a,, un polinomio con coeficientes enteros (a; € Z,Vi =1,...,n), sean D
y g, los divisores enteros de a, y de a, respectivamente, luego las raices

. U Py
racionales, en caso de existir, vienen dadas por {i —r.
qy

Teorema de Bolzano: Si P(a) y P(b) tienen signos opuestos, existe un ni-
mero real c entre ay b para el cual P(c) =0

La regla de Descartes dice que:

« el ndmero de raices positivas de P(x) es igual al ndmero de va-
riaciones de signo de los coeficientes de P(x), o menor a ese ni-
mero en un ndmero par.

« el ndmero de raices negativas de P(x) es igual al nimero de va-
riaciones de P(-x), o menor a ese niimero en un ndmero par.

Cotas superiores e inferiores:

¢ Sial dividir P(x) por el binomio x — b, (b> 0) todos los elementos
resultan no negativos, b es una cota superior de Los ceros de P(x).

« Sial dividir P(x) por el binomio x — a, (a< 0) Los elementos resul-
tan alternadamente no positivos y no negativos, a es una cota
inferior de Los ceros de P(x).

Ejemplos

+ Analicemos la funcién polinémica f(x) = x> —1. Tratemos de
hallar sus raices, dijimos que es lo mismo buscar raices que ce-
ros luego podemos resolver factorizando:

x'=1=(x-D.(x+1)

Es decir que x;, =1 y x, = —1 son raices o ceros de la funcién
y como aparecen en un solo factor es son de multiplicidad uno.
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Veamos raices de multiplicidad mayor que uno:
Sea f(x) =3x’ +6x° + 3x la podemos factorizar como:

3x° +6x° +3x =3x(x* +2x+1) =3x( x +1)

x, =0y x, =—1. Observar que -1 es una raiz o cero de mul-
tiplicidad 2 ya que (x+1)> =(x+1).(x—1) y 0 es una raiz de
multiplicidad uno.

Sea la funcién f(x) =2x’ —12x* +22x —12. Como los signos
varian tres veces en f(x) puede tener tres raices positivas, y
como para f(-x) no hay cambio no tiene raices negativas. Si sa-
bemos que 2 (se puede hallar aplicando Gauss) es una raiz del
polinomio luego (x-2) es un factor entonces podemos utilizar
Ruffini para factorizar el polinomio:

2 <12 22 12
) 4 -16 12
|2 8 6 ' 0

Luego f(x) = (2x* —8x+6).(x —2)

Utilizando el método de la resolvente para 2x”> —8x + 6 = 0 ob-
tenemos x, =lyx, =3

Luego el polinomio se factoriza completamente como:
f(x)=2.(x—2).(x—1).(x —3) Como vemos tiene tres raices de
multiplicidad uno. Luego su grafica corta al eje x en tres lugares.
No conocemos el grafico exacto de esta funcién pero podemos
esbozar un grafico teniendo en cuenta Lo siguiente: Los ceros de
la funcion son x =1, 2y 3.

 f(x) es negativa a la izquierda de x =1, f(0) <O0.

 f(x) es positiva entre x =1y x =2, f(1,5) >0..

+ f(x) es negativa entre x =2 y x =3, f(2,5) <0

 f(x) es positiva a la izquierda de x =3, f(10) >0

Los intervalos de positividad son: (1,2) y (3,+0).

Los intervalos de negatividad son: (—oo,1) y (2,3).



ACTIVIDADES

La grafica correspondiente a f(x) es:

+y

Y S S Y y y y N
—t } : } —
35 3 35 2 A5 4 05 s 13 2\25/A 15

Funciones racionales

Las funciones racionales son aquellas funciones cuya formula viene dada
por el cociente entre dos polinomios. EL dominio natural de estas funcio-
nes son todos Los valores reales que no anulen el denominador. Es decir

_P()
F@=50

, con Py Q polinomios, Q no nulo, luego el dominio

Df={x € R/ Q(x) = 0}

Grafique:
(x+1)° x*—x X =2x" +x
X) = 1 2(x)= s h(x)=————
S0 x+1 &) 2x—-2 ) 2x

(ayuda, simplifique primero)

/9



Funciones homograficas

Son funciones racionales donde el denominador es un polinomio de gra-
do uno y el numerador uno de grado menor o igual a uno. La mas simple

es: f(x) = l. Observemos su grafico:

X
X f(x) = 1
X -~
1 1
-1 -1 ]
0,1 10
-0,1 -10
0,001  [1000 T
-0,001 -1000
x
10 01 .1}.5 :1 n:.s 0:5 1: 1?5 g
-10 -0,1
1000 0,001
-1000  |-0,001 T
0 No existe

EL Df= R- {0}y la Im f= R- {0}.
1
Luego, por lo observado, decimos que f(x) = — tiene una asintota vertical
X
de ecuacion x = 0 (se aproxima al eje y pero no lo intersecta) y una asin-
tota horizontal de ecuacién y = 0 (se pega al eje x pero no Lo corta).
Observacion
La funcion f(x) = % Cuando tomamos valores muy cercanos a cero obser-
vamos que nuestra funcion toma valores positivos muy grandessix >0y
valores muy negativos si x <0. EL valor x = 0 esta fuera del dominio natu-
ral de La funcién. Cabe observar que la funcion no alcanza nunca el valor

cero, y a medida que mas nos alejamos del origen tomamos valores mas
cercanos a cero pero sin alcanzarlo.

80



ACTIVIDADES

Ecuacion canénica de una funcion homografica

a
f(x) =————+ ¢, donde x=d es la asintota vertical e y = c es la asintota
b(x—d)
. L. a . . .
horizontal. Ademas si Z > o la funcién es decreciente (en los respectivos

. .a L2 . . .
intervalos) y si 3 < o la funcidn es creciente (en los respectivos intervalos).

Ejercite su comprension: dar el dominio, imagen, asintotas y graficar a

1
partir de la funcion f(x) = L 1g(x)=— 1 yW(x)=——yh(x) =—-
x T x
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Modulo N° 4
Ecuaciones e inecuaciones.
Sistemas de ecuaciones

e inecuaciones (2X2)
|

éPor qué estudiar ecuaciones e inecuaciones?

La construccion de modelos matematicos muchas veces necesita del
planteo y resolucion de ecuaciones e inecuaciones de diverso tipo, por
Lo que es fundamental que el alumno domine destrezas basicas que le
permitan resolver los problemas que las involucran. Ademas los temas
que se trataran en este mddulo son basicos en el ingreso de las carreras
vinculadas a las ciencias exactas.

Nos planteamos los siguientes objetivos:

Que el alumno comprenda las diferencias entre ecuaciones
e inecuaciones.

Comprenda las técnicas basicas para la resolucién de ecuacio-
nes e inecuaciones sencillas.

Introducir al alumno a la resolucion de sistemas ecuaciones e
inecuaciones con dos incégnitas (2x2).

Ecuaciones

Nos referiremos como ecuaciones a expresiones relacionadas mediante
el signo igual en donde aparezcan incégnitas.

Ejemplo
2x-3=7.

Si deseamos obtener el valor de x (la incégnita) podemos resolver la
ecuacion de la siguiente manera.

Si sumamos 3 a ambos lados de la igualdad no se altera la misma:

2Xx-3+3=7+3
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Agrupamos usando la propiedad asociativa para los reales:
2x+(-3+3)=7+3

2x+0=10

EL cero es neutro para Lla suma:

2x =10

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por 1 (o Lo que es lo mis-
mo dividiendo por 2) 2

X=5
El valor de nuestra incégnita x es 5.

Si queremos verificar debemos reemplazar esta valor en la ecuacion ini-
cial y comprobar si esta se satisface.

Recordemos que la suma separa en términos y el producto en factores.
La igualdad separa en miembros.

Observar que las propiedades estan definidas solamente para la sumay
el producto, recordar, como habiamos visto, que la resta en el fondo es
una suma y la division en el fondo es una multiplicacion, por lo tanto es-
tas propiedades son cierta también para la resta y el cociente, en el caso
de este udltimo debemos pedir que el nimero por el que vamos a dividir
ambos miembros sea distinto de cero.

Las propiedades que utilizamos arriba son las siguientes:

*  Propiedad de la adicion de la igualdad: Para todos los nimeros
reales a, by csia=b entonces

+c=b+c.

»  Propiedad de la multiplicacion de la igualdad: Para todos Los
ndmeros reales a, by ¢ si a =b entonces

a.c=b.c.

Habitualmente cuando resolvemos ecuaciones en la secundaria no pres-
tamos atencion a estas propiedades y utilizamos la regla mecanica de
pasar de un miembro a otro cambiando por la operacion opuesta. Es de-
cir que si tenemos un numero que esta sumando pasa restando, si esta
restando pasa sumando, si esta multiplicando pasa dividiendo, y si esta

84



dividiendo pasa multiplicando. Todos estos pasajes de términos y facto-
res estan justificados con las propiedades antes vistas.

Es importante tener en cuenta que si pasamos un factor al otro miembro di-
vidiendo este debe ser distinto de cero, ya que la division por cero no existe.

Validez de una expresion

Recordemos que la divisién por cero no es posible, asi como tampoco la
raiz de un nimero negativo cuando el indice es par.

Siempre que se nos plantee una expresion analizaremos para qué valo-
res esta es valida:

Por ejemplo
3 .
existe & x# 1.

x—1

2. {Yx—1existe ® x=1

1.

3. X+ 2existe paratodo x real.

A continuacién veremos casos particulares de ecuaciones:

Ecuaciones de primer grado

Son las ecuaciones que se pueden expresar como ax+b=0 conay b reales
y a distinto de cero. Estas se resuelven de la manera antes vista.
Ecuaciones de segundo grado

Son las ecuaciones que se pueden expresar como ax® +bx +c con
a,b,ce Rna=0.

Se pueden obtener las soluciones o raices aplicando la formula
_—btv b* —4ac
2a

X1
Si b* —4ac > 0 la ecuacién tiene dos soluciones reales distintas.
Si 5% — 4ac = 0 la ecuacién tiene una solucién real dnica (raiz doble).

Si b* —4ac < 0 la ecuacién tiene dos soluciones complejas conjugadas.
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Ecuaciones exponenciales
Son en las que aparece la incdgnita como exponente. Para resolver este
tipo de ecuaciones se aplican las propiedades de la potenciacion antes

vistasy las siguientes propiedades, paraa>0A a #1:Sia” =a* = b=c

. b b
Sia" =¢c’ =>a=c

Ejemplos

a. 2" =8 luego factorizando el 8 tenemos 2*"' =2°= x+1=3
luego x=2.

b. 2" +2"+2"" =7 aplicando propiedades para la potenciacién

Ex +2%+2-2% =7 entonces sumando tenemos que %2" =7
luego 2" = 7-§ﬁnalmente 2" =4=2"=x=2.

c. 3" +3""+3"" =117 aplicando propiedades para la potencia-

cion 3* +3?+3-3x =117luego sumando gﬁx =117 despe-
jando 3" =117 i
13

=37=3=x=3

Ecuaciones logaritmicas
Son aquellas en la que la incégnita aparece afectada por un logaritmo.
Recordemos las propiedades de Los logaritmos:
paraa>0Aa #1,c>0Ac #1,b>0yd>0
* log, (b.d)=log, b+log,d
* log,(b:d)=log_ b-log,d,sid#0
* log, (b =xlog b

* log, (a¥)=xyatsa=x,

* log, (1)=0ylog_ (a)=1
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log(h) _ In(b)

log(a) In(a)
* Silog, b=log_ b=k entonces aplicando definicién de loga-

- Cambio de base: log, (b) =

ritmoa* =c* = a=c

*  Silog, b= log c=k entonces aplicando definicién de loga-

ritmoa* =bra* =c=b=c

Ejemplo
log, (3x +1) = 4 aplicando La definicién de logaritmo 3x +1= 3" despe-

jando 3x = 81—1 Finalmente x = ?

Inecuaciones

En las inecuaciones, a diferencia de las ecuaciones, Los miembros en vez
de ser una igualdad expresan una desigualdad. Por ejemplo:

X+2=-1

Para resolver una inecuacion debemos tener en cuenta las propiedades
de monotonia para las desigualdades:

1. Sisumamos (o restamos) el mismo niimero a ambos miembros
de la inecuacion la desigualdad no cambia.

2. Si multiplicamos (o dividimos) por el mismo ndmero positivo
ambos miembros de la inecuacion, la desigualdad no cambia.

3. Si multiplicamos (o dividimos) por el mismo nimero negativo
ambos miembros de la inecuacion, la desigualdad se invierte.
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Ejemplos
a. asb=>a-2s<b-2
b. -0,9>-2=>-0,9+2>0+2
c. 11>0.
d. -5<3=>2(-5)<23
e. -10<6.
f. 221=>-25.2<-25.1
-5 < -2,5 (Observar que se invierte la desigualdad)
1 1
g. -5< m =>-5.(-2) > 6 (-2)
10> — 3 (Observar que se invierte la desigualdad)
Resolvamos la siguiente inecuacion:
2x-5<3
-2x-5+5<3+5
2x<8
l. (-2)x < l 8
2 2
-Xx<4
-1.(x) > -1 .4
X>-4

El resultado final son los x > -4, luego la solucién x € (-4, «). Si no se
aclara lo contrario x es real luego La solucion es todo el intervalo (-4, ).

La inecuacion puede no tener solucién como por ejemplo:
[x]<0.
Recordar que el valor absoluto de un nimero real es siempre mayor o

igual a cero. En estos casos, cuando no haya solucion posible, diremos
que Lla solucién es el conjunto vacio, en simbolos “solucién= ®".
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ACTIVIDADES

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

a.

b.

g.

h.

x+7=15
3x + 7=15x
x2+ 3x= 28

x2-3x=13x
3x2+9_

;-
X +x+1=0

6

x24+2x+1=0

xX+x-2=0

2. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

a.

b.

C.

d.

A={xeR/|-5x| <1}

B={xeR/I|3+3x]|>2}
2x-=5

C={xeR/| [ =1}

X 1
D={xeR/|_-2/>=}

5 2
Recordar: Sea el ndmero real a > 0 entonces:
[x]<a=>-a<x<a
Ix|sa=>-asx=<a

x| >a=>-a>x6a<x

Ix|za=>-a=x0asx.

3. Ecuaciones racionales. Luego de resolver, verifique las respuestas.

—-x+1

Ejemplo: = 2 dominio: {x eER/x+ 0}

Luego—x+1=2x
-3x=-1

X =

1
3
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a.  |xt1]=2 1

b. 1 =0 2

—x+2 f.x3
c. (2+Dx -¥-2)=0 , 12x+4]
—-x+2
2x+4  —2x-2
-x+2 x+1

0

RS
-x+2 h.

4. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 32! 497 —32 = —g b) 520 =57

c) log,.,,(3) =log,, 5 (3) d)logg(x—6)+logg(x+6)=2

Sistemas de ecuaciones lineales (de 2x2)

Se presentaran a continuacion algunos métodos para la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas.
Estos pueden escribirse de manera general como

{ax+by:c

con a,b,c,d,e,f nimeros reales.
dx+ey=f

Seresolvera el siguiente ejemplo para recordar los métodos mas usuales.

2x+3y =1
4x-5y=0

Método de sustitucion

Este método consiste, basicamente, en despejar una incégnita en una
ecuacion y sustituir en la otra.

1
Si en el ejemplo despejo x de la primera ecuacién obtengo x = —— Ey (1)

1 3
sustituyendo en la segunda se obtiene que 4(———)})—5)/:0 y
resolviendo: 2.2

2-6y—-5y=0

2-1y=0
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“1ly=-2
2

y:H

Reemplazando en (1) obtengo

1 32
X=————

2 211

5
X=—

2

. 5 2
Soluci6on=<| —,—
2 11

Método de igualacion

Es similar al anterior pero consiste en despejar la misma incdgnita de
ambas ecuaciones y Lluego igualar Lo obtenido para asi despejar. Si en el

ejemplo despejamos x de las ecuaciones obtenemos x:%—gy y

X = %y luego igualando

(IR
2 2774
15,3
TR
1

2 4”
2 _
17

Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones despejadas

52 5
X=—=—
411 22

w-{( %)
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Método de Gauss

2x+3y =1(ecl)
4x -5y =0(ec2)

si multiplicamos por 2 la (ecl) y le restamos la (ec2)

2x+3y =1

obtenemos el sistema equivalente .
0+11y=4

En este método se combinan las siguientes operaciones elementales de renglon:

¢ Multiplicar ambos miembros de una ecuacién por una constante
distinta de cero.

¢ Sumar (o restar) a una ecuacion el miltiplo escalar de otra.
* Intercambiar dos ecuaciones de lugar.

2
De la segunda ecuacion obtenemos y = ﬁ Luego sustituyendo en la pri-

5 5 2
mer ecuacién obtenemos que x = —. Luego Sol =< | —,— | /.
22 22 11

Método Grafico

» . . ax+by=c .
Cada ecuacion de este tipo de sistemas representa grafica-
dx+ey=f

mente una recta, el método grafico consiste en graficar ambas y obser-
var graficamente Lo que ocurre.
2x+3y =1

Resolvemos para el ejemplo
4x-5y=0

05

El ejemplo se trata de un sistema compatible determinado.
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Interpretacion grafica de Los distintos tipos del

ax+by=c
dx+ey=f

sistema

Sistema compatible determinado

ES

y

Sistema incompatible

axtby=c dybey=f
05
X
: T T >
-0.6 04 02 02 04 06 08 1
1 y
ax+by=c
05
+ey=T
)
»
06 04 02 02 04 0.6 08 1

Sistema compatible indeterminado (las dos ecuaciones tienen como gra-

fica la misma recta)

I Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales de acuerdo a sus soluciones:
Sistema compatible determinado: cuando tiene solucion dnica.
Sistema compatible indeterminado: cuando tiene infinitas soluciones.
Sistema incompatible determinado: cuando no tiene solucion.

-

0.5

Y

—‘7 [l

02 04 0.6 08
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Ejemplos

Resuelva y clasifique los siguientes sistemas

N 3x-5y=3 b 2x+4y =2
—6x+10y =1 Sx+10y =5
a. Aplicamos Gauss. Si se multiplica por dos la primera ecuacion y se

3x-5y=3
la suma a la sequnda se obtiene 2Ecl + Ec2 — 7 como
0+0=7
se observa en la segunda ecuacién queda que 0=7 lo cual es un ab-
surdo por Lo tanto el sistema es incompatible (no tiene solucién).

Si multiplicamos por 5 la primera ecuacién y por 2 la sequnda y
luego restamos obtenemos

10x+20y =10 10x+20y =10
_>
10x+20y =10 0+0=0

observa se pierde una ecuacion y queda que 10x+20y =10 des-
pejando x =1—2y como y puede tomar cualquier valor el sis-

tema tiene infinitas soluciones sol={x =1-2y,ye R}entonces
el sistema es compatible indeterminado.

5Ecl—-2FEc2 —> { como se

Sistemas de inecuaciones lineales

En los sistemas de inecuaciones lineales se reemplazan las ecuaciones
lineales por inecuaciones. Aqui solo se vera la resolucion grafica

Ejemplo:

Primero

2x+3y <1

4x-5y2>0
x>0

y=>0

2x+3y =1

para hallar la interseccién de las dos
4x-5y=0

se resuelve {

rectas fronteras que es el punto (5/22;2/11) de la region, graficamos las
dosrectas2x+3y =1y4x—5y =0, la dos dltimas inecuaciones indican
que estoy en el primer cuadrante.

ySl—zx
3 3
Despejando obtenemos que yﬁ%x sombreamos de acuerdo a
las inecuaciones. x>0
y=0
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ACTIVIDADES

Conjunto solucién
. L | |
0.1 0.2 03 04

Donde se superponen las regiones sombreadas es mi region solucion

Resuelva y clasifique los siguientes sistemas utilizando al menos
dos métodos.

x—5y=-1 . y—=5x=3 3x-5y=y
. . c.
: —6x+10y =1 —6x+y=1 —6x+7y=-3
. 3x-5y=3 3x-3y=3
1-18x+30y=1  “|5x=5y=5

Respuestas: a) (1/4;,1/4) compatible determinado; b)(2;13) compa-
tible determinado; c)(6/5;3/5) compatible determinado; d) Sistema
incompatible; e) Sistema compatible indeterminado la solucion ge-
neral es {x=1+y,yeR}

Resuelva graficamente los siguientes sistemas de inecuaciones para
hallar el conjunto solucién.

y=>0 x—-3y>3
y<x y=0 y—=5x<3
a. 3 b. c.
< x<6 —6x+y<l
x>1 x20
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Mddulo N° 5
Trigonometria, Teorema

de Pitagoras
.

éPor qué estudiar trigonometria?

Trabajar trigonometria en la escuela secundaria nos demanda preparar
al estudiante desde los cursos inferiores con conceptos de geometria que
sentaran las bases para el desarrollo de los nuevos temas.

A partir de la comparacién de areas en distintos triangulos, analizando-
Llas en funcion de la variacion de alguno de sus elementos, permite cono-
cer la relacion pitagoérica entre las medidas de los lados de un triangulo
rectangulo y disponer de ella para la resolucién de diferentes situacio-
nes. Para profundizar el estudio de los tridngulos a partir de la nocién de
semejanza, se debe presentar el teorema de Thales.

Tanto el teorema de Pitdgoras como el teorema de Thales, facilitaran
la identificacion de las relaciones trigonométricas por parte de los
estudiantes, y les permitiran utilizarlas para resolver distintos tipos
de situaciones.

Nos planteamos Los siguientes objetivos:

*  Construir figuras reconociendo Llas propiedades que es-
tas poseen.

»  Conocer los criterios de igualdad de triangulos y las relaciones
de angulos entre paralelas.

»  Establecer la relacion pitagorica entre las medidas de los lados
de un triangulo rectangulo y resolver distintas situaciones de

la cotidianidad.

« ldentificar y usar relaciones trigonométricas para resolver pro-
blemas que vinculan lados y angulos en triangulos rectangulos.

Identificar y usar relaciones trigonométricas para resolver problemas
que vinculen lados y angulos de figuras.
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Trigonometria

Es el area de la geometria que estudia las relaciones entre los angulos y
Los lados de Los triangulos.

Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo

c

Seno

EL seno del angulo B es la razén entre las Longitudes del cateto opuesto
al angulo y la de la hipotenusa.

Se denota por senﬁ

~ cateto opuesto b
senfl = — P =—
hipotenusa a

Coseno

EL coseno del angulo B es la razén entre las longitudes del cateto adya-
cente al angulo y de la hipotenusa.
Se denota por cosﬁ’

~ _cateto adyacente ¢

cos [

hipotenusa a

Tangente

La tangente del angulo B es la razén entre las longitudes del cateto
opuesto al angulo y del cateto adyacente al angulo.
Se denota por tg,é

~  cateto opuesto b
1gf = ==

~ cateto adyacente o
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Cosecante
La cosecante del angulo B es la razén inversa (reciproco) del seno de B.

Se denota por cos ecﬁ

1 hipotenusa

cosecfl = a
senf3  cateto opuesto b

Secante
La secante del angulo B es la razén inversa del coseno de B.

Se denota por sec,@

P 1 hipotenusa a

sec ﬂ = — = - _

cos § cateto adyacente ¢
Cotangente

La cotangente del angulo B es la razén inversa de la tangente de B.

Se denota por cot,é .

1 cos ,B _ cateto adyacente ¢

tg,@ sen ,é cateto opuesto b

cot gﬁ =

Razones trigonomeétricas en una circunferencia

Se llama circunferencia goniométrica a aquélla que tiene su centro en
el origen de coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia
goniométrica los ejes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que
se numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.

Observemos en el siguiente grafico:-1<sena<l-l<cosa=<l

QOP y TOS son triangulos semejantes.

QOP y T'OS’ son triangulos semejantes.

El seno es la ordenada del punto P.

EL coseno es la abscisa del punto P.
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Signo de las razones trigonométricas

sen + sen +
COos - co% +

sen - sen -

-

cos - cos +

——a

Tabla I: Razones trigonométricas de angulos destacados

30° 45° 60° 90° 180° 270°
6 4 3 2 2
1 V2 V3
sen 0 ) 7 7 1 0 -1
B A2 1
cos 1 — — - 0 -1 0
2 2 2
3
1g 0 % 1 V3| 5o| 0 |-

100




Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo la suma de los cuadrados de las longitu-
des de los catetos es igual al cuadrado de la longitud de la hipotenusa
a?+b%=c2

c

Si Llevamos esto a la circunferencia goniométrica obtenemos la version
trigonométrica de este teorema.

cos?a+sen?a=1

Para buscar y analizar: busque distintas pruebas de este teorema.

Tabla Il: Identidades de las razones

trigonométricas de algunos angulos

Angulos complementarios

T
sen 5-0[ =Ccosx

T
COS E—Ol =sena

Angulos suplementarios

sen( —a)= sena

cos (7 —a)=—cosa

Angulos que difieren en

n (180°)

sen (7 +a) = —sena

cos (7 +a)=—-cosa

tg(;r + a) =1ga

Angulos que suman 2 (360°)

sen (27z - a) =—sena

Ccos (27z - a) =cosa

tg(27z - a) =—tga
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Angulos opuestos o simétricos

sen (277—a)= —sena | COS (— a)z cosa 1g (— a): —tga
= . T
Angulos que difieren en ) (90°)
T T T
sen(5+aj=cosa COS (E-FOC):—SQVIO! lg (Entaj:—cotga

Tabla lll: Identidades de razones trigonomeétricas

de la suma y diferencia de angulos

Suma

Diferencia

sen (a + /5’) = sena.cos [+ cosa.senf3

sen (a - ,B) = sena.cos ff —cosa.senf}

cos (a + ﬂ) = sena.cos f —cosa.senf

cos (a - ,6’) =cosa.cos f + sena.senf

tglac+ )= 20110 igloc—p)= 182"
l-tgatgp 1+tga.tgf
Tabla IV: Identidades de razones
trigonométricas del angulo doble
21ga
sen2a =2.sena.cosa | cos.2a =cos’ a —sen’a | 182 = I~ 1’

Tabla V: Identidades de razones

trigonométricas del semiangulo

I+
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ACTIVIDADES

Sabiendo que cos a =%,y que 270° <a <360°. Calcular Llas restantes
razones trigonométricas del angulo a.

Respuesta:
2
senoa ==*_[1— l :—E Coseca:_ﬁ
4 4 15
1
cosa =— seca =4
4

J15

=15 cotgo =———

lga= 15

-MH‘A‘S‘
()]

Verificar las identidades:

1ga+cotga =seca.coseca

cot g’a =cos’ a + (cot ga.cosa)’
1

sec’ a

= sen’a.cos’ a +cos’ a

cotga.seca = coseco
1

sec’ a +cosec’q = ——————
sen’a.cos’ a

Respuesta: Verificar una identidad trigonométrica implica trabajar
ambos miembros de la identidad para comprobar la equivalencia
de la misma, utilizando como recuso las tablas anteriores. Ejemplo
(opcidn de verificacion).

senq  cosar _ sen’a+cos’a 1

iga +cotga = =seca.coseca

cosa sena cosa.sena coSa.sena

De un triangulo rectangulo ABC, se conocena=5my B = 41.7°. Re-
solver el triangulo.

Respuesta: Se puede resolver
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Utilizando la propiedad de los angulos com-
plementarios & + £ = 90° se calcula:

C =90°-41,7° = 48,3°

Recurriendo a las razones trigonométricas
b=asenf b=>5sen41,7°=3,326m
c=a.cosff ¢c=5.cos41,7°=3,733m

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b =3 m y B = 54.6".
Resolver el triangulo.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocena=6 my b =4 m. Re-
solver el triangulo.

Calcular el area de una parcela triangular, sabiendo que dos de sus
lados miden 80 m y 130 m, y forman entre ellos un angulo de 70°.

Respuesta: Se debe buscar h (altura) para poder encontrar el area,
la situacién proporciona el angulo C y la medida del lado BC:

B

80m

130 m H

En el triangulo CHB la altura resulta:
h =80.sen 70°

Por lo tanto el area es:

e 130.80.;61’1 70 _ 4886.40m"

Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del te-
rreno se observa su copa bajo un angulo de 30° y si nos acercamos
10 m, bajo un angulo de 60°.

Respuesta:
La altura es : 5\/5
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